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^/^Bsolumsimm Differemiaiis Gaicoli Opus , quod 

trigintaduohus ^bhinc annis Geometrarum 'princeps 

LEOJSrjRDUS EULERUS Berolinensibus typis , 

& Petropqlitanae Jcademlae funiptibus rvulpraverat y di- 

straciis iam cuhclis ferme exempUribus, ^nec. nisi inp-en- 

ti pretio compardadis , nouam ' iampridem editionem 

postulabat. Sed ingratum hunc molestumque laborem 

ut ipse susciperem , a me nunquam impetrare potuis- 

sem , nisi votis & fLagitatiombus illorujk , qui diutius 

hoc. opere carere mn poteraat , acbessissent doclorum 

Virorum im^itationes , cohortationesque amicorum , qui 

rem Geometris gratami luvehtuti utilissimam au^uranr 

tes , me diu haesitantem & xuidpitem stimuUs additis 

pepiilerunt. 

Ad rem itaque aggressusEuIeriamm Opus a ca- 
pite ad calcem quam potiii diligentissime Ugi S^ per- 
lustrai/i t caiculosque omnes. analyticos , quodque ope" 
rosius erat ingentes illos numerorum Acervos^ qui pas^- 
sim oecurrunt i maxima: qua potui circumspeciioke re- 
cognqyi. MiruM diSlu est , quoi qvantdsquepffenderim 

typo- 
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typografiticm errorea corruptos numeros vkiatos calcu- 
tos ambiguos sensus , ut ferre aequo animo fuiud pnffim 
Berolinensis Typopraphi simulationem dicam an levita- 
temi qui bina tantum erratay eaque levissima emendan-' 
ia proposuit: Me^imi^fo ^'icimif . Correclis typothetarum 
mendis reliquum erat , ut de pretio ac praestantia kuic 
editiotti prae antecedenti comparanda cogitarem , eam^ 
que novis quibusdam additamentis loci^letarem . Igitur 
elegans , ^ grave jiuSloris Eiogium ah eximio Geome- 
tra & Philofopho Mirchione ^CONDORCETO exa- 
ratum , S' in publico Academiae Scientiarum Parifien" 
sis conventu recitatum , sed nondum in eius Academiae 
ABls publici iuris faBum , Operi univerfo praepofui : 
tum in operis adce indicem adieci abfolutissinmm omr 
nium EULERI Lucubrationum , cum earum, quae jepa' 
ratim editae iuflis voluminibus continentur , tum earum, 
quae numero prope incredibili in plurium Academiarum 
Commentariis leguntur, tum^ denique caeterarum , quae 
ineditae ad bis centum usque inter eius manuscripta in* 
ventae sunt , quaeque Petropolitanae Academiae tradl' 
tae ift eius Commentariis deinceps in lucem emitten- 
tur, Tam amplum.atque immensum mathematicae eru- 
ditionis thesaurum prae oculis habere illumque pro 
opportunitate consulere res erlt procul dubio iuniori" 
bus proveclioribusque Geometrit utHissima , qui ex in- 

finh' 
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Juuta illa rentm traSlatarum multhvdine quid sibi su- 
mant, quid omittant statim perijpicient, & ab iis quae- 
stionibus traclandis abstinebunt , quas cofrnoverint ab 
ElfLERO inchoatas simul & ptrfeclas , neqi:e tan- 
quam novum proponent quod ipse occupaverit ; quod 
caeteroquin evenire facile posset , quum nullum ferme 
sit in universo Disciplinarum Mathematicarum ambitu 
argumentum paullo elegantius , quod Geometrn ijle 
Briaraeus vel non delibaiverit , vel non absolverit, 

Postremo operae pretium duxi brevihus quibusdam 
annotationibus locum unum vel dterum Euleriani Ope- 
ris illufirare , eaque perpauca hic derivare , quae 
poftmodum ab uiuclore ipiO , ve2 a Geometris aliis 
ad Differentialis Calculi amplificationem inventa sunt ; 
perpauca inquam , nam Euleriano scripto multa addere 
honunis esset vel incredibilem huius Geometrae foe- 
cunditatem ignorantis , vel Phidiae simulacrum , aut 
^pellis tahulam emendare sibi arrogantis 

Superesset nunc , ut grata animi signijicatione 
declararem quid ipse debeam Viro celeberrimo & po- 
lyhistori Praeceptori nuper meo GREGORIO FON'- 
TANAE in Regio THcinensi Archigymnqfio fubli- 
mioris Matheseos Professori , quo suasore & auspice 
rem omnem molitus sum ; sed verecundiae hominis 
modestissimi , quem vel nominare ommno proMbeor , 
parcendum eft* 
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3DE M« 3£i;3L3E3R. 

...PronoQc^ k la rentr^: de rAcad^niie rayale des fciences 

le tf F^vrier 1785 

Paf 

M* LE M ARQ. BE COlSrBORCET 

Sicrctaiu pcrpdtuclM FAcadimic dcs feicncfs , Jf* rinJKtut dc Bolognc 
dts, Acadimics dc. Pctcrsbourg^ dc Turin &c &c. &c. 

JLkeonaiid 'SaLER, Dire6leur de la clafle de madi^niati- 
.qae dan& T Acad^mie de Petersboorg , & auparavant dans 
celle de Berlin, de la Soci^t£ royale de Londies , des Acad^- 
mies- de Turin, de. Lisbonne &'de Bas|ftr 9&)cii ^tranger de 
celle des Sciences, naquit k Basle le 15^ Avril 1707, de 

PAUL EULER & de MARGUERITTE BRUCKER . 

Son pere, devena ea 170& pafteur du village deRiechen 
pr^ de Basle , fiit fon premier inftituteur, & eut bient6t le 
plaifir de voir les efp^rances des talens & de k gloire d' un 
£is, fi douces pour un coeur patemel, naltre & fe forti- 
fier fous k& yeux & par fes foins* 

II avoit ^tudii^ les math^matiques fous JAQ.UES bernoul- 
Li. On fait que cet homme illuftre joignoit k un grand g^nie 

b pour 



X E L O G K 



pour les iciences une philoibphie profonde, qui n' accomj^ 
goe pas toujours ce g^oie, oiais qui fert k lui donner plus 
d'^teaduellc h. le rendre plus utiie. Daas (es le^ons, ii 
faifoit fentir ^ fes dilciples 4}ue la g^om^trie d* efl pas une 
fcienoe iibl^, $c |a lear pri^toit comme k bafe 9: laclef 
de toutes les connoiflances humaidies; c(mmie la icience o& 
r on peut le mieux obferver la marche de 4' efprit ; celle 
dgnt la culture cxerce je plus utilemem nos i^ult^s, puis- 
qu*€He donne \ i* entcndcment de la force "& de la juftefle 
k la fois ; «nfin -co^une une ^tude ^lemedt pr^ieufe par le 
nombre ou la "vari^t^ de fes applications '& par F avantage 
de faire contra^ler Y habitude d* une ^m^thode de raifbnner , 
qui peut s' employer eafuite \ la xeciiexdie des ^ri^s de 
tous ies genits-, -^ juws goider dans 2a cooduite de la vie. 
PAUL xuLE&v, p6i^trd ^s principes de fon maitre^ 
eofeigna les ^[&ae];i&.des e^th^imupxes \ fon fils, quoi^* il 
le deftinat ii i' ^tude de la th^ologie.; & lorsque le jeune 
EtTLER fut envoy^ k runivetiit^ de Basie , ii fe trouva 
d^ne ^e recevoir ies k^oos ds jEAtf «e&noulli. Sa ^ili- 
t^, fon af^cation , fes diipofitiofls tttureoles , iui m^iterent 
l>ieat6t V amiti^ de DAMm. 9c de vicolas bernoulli , 
diiciples & d^ja rivaux de leur pere. II eut m&ne le bonheur 
d' obteoir celle du f<^vere |EAN bebjioulli , qui voulut bien 
iui donner, uae fois par femaine, unc IcQon particuliere , 
deilin^e k ^laiicir ies difficult^ qul fe pr^featoient ^ lui 

daas 
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^us Ifr coors de fcs k£bres &. de le^ uavanx.Les autres 
>oais etoient tmfhyh par Mi. EiiLE&y,Vie metsdLea im. 
ie paAttr de cctte. £iema fignal^». 

Gette- nlt&Qcle' «gcGellcntie' empflcttok (on g^me- naifEint 
% s^^poifer contie~des obflades imnncibliBS^ de s*%M«r dans. 
Jxs roiites nouTeUe» i^' 11 cherchQtt X. s^ (Mwyir ; eUe gddoit 
& fceoqdoit ies effbrts.* maiseor in£iiie< teipils ellft V ohli^h 
de d^ployer toates ies forces, ^'il augmentoit eocorepar na 
«eccice proportiann^ V fi>a %e 3c. k 1' ^teodiiA de fes c(mr< 
aoiftnces» 

ll ne jbnit ptff Ibngtems d^ Oet avantage ; Sb li- p«ne 
eBt*il obtenu ie titrs de ni^trs^-artc , ip» fi>n perre, quile 
deftinoit ^ lui fucc&ler, Tobligea de-i|aitter les math6Dau- 
ques, pottp la th^ogiev. Heufeufement , cette- rigueur ne fut 
que pi&gete, Oa M fit aii&Benc ^endere qoe fon- fils 
^oit td pour remplacer cbas 1* Europe jpAM BEftMOULZ.r , 
& non pour ^re pafteur de Riechen». 

Un omrrage que m*. euler fit k i^ ans /ar la mStnre 
des vaifleawc, Ibjet propofi^ par TAcadi^mie des Sdences, 
ebtint un acceffit ea 1727; honneur d^autant plus grand, 
que le - jeone h^tant des Alpes n' avoit pu ^e aid^ par 
aucime connoiflance pra^ue, & qtt'il n'aiBoit^t^ vaincu que 
par M. fiouGUER, G^m^re habile, alois dans k fbrce de 
£m tal^ , & d^ja depuis dix ans Frofefleor d' hydrograpiiie 
dans nne ville maritime. 

b 2 chai' 
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: • M. CULER cohdourroit en m^nie'tcm6'p<Jui- unechaire 
dzns rUniverfit^ de.fiasie; mais c^eft le* foa qoi prononce 
entre ies favans admis 2i di^uter ces places , & il ne fiit pas 
6vbiabie',' 'iSDUS.^ine' iilbns point k m. euler', 'mais k /a 
patrie, -qm *'Ie' f^rdit peu de jours apr^ & pourtoujourfr 
Deux ans auparavant, NICOLAS & DANiEL bernovlli 
aVoi(^ ^t^ appell& en Huflle . m. euLer , qui les vrt partir 
aKrec-regret, obtint d*euK fe promefle de chercher \ lai pro- 
ctfrdf le mSnie honnaur qo^il ambitiofincnit de partager , & il 
ne faut pas en ^tre furpris. La ipiendeur de la capitale d*ua 
graad^ efa^e y oet- <fclat qui , fe ret)end»nt fur lcs travaux 
dpnt cUc eft le th6itre-&.fur„ifi$ hommes qui Tiiabitent,^ 
femble ajouter k leur .gloire', p&uvent ai^ment fediiire la 
jeunefie & fra^^r le «itoyen libre , mais obfcur & pauvre 
d' utie, pj^tice- r^blique. mm« BSRNOULLI fiirent fidelesaleur 
p^ole & fe donnerent?, poQr'aveif,aupr& d*eux un aoncour- 
rent fi redoutable, autant de foins que des hommes ordimires 
ea ailroiedt pb prendre :poai icaxtef Iturs riva«x, 

Le voyage de m» euler iiit eatrepris fous de triftes 
aufpices. Il apprit Ibientot que nicolas. bernoulli avoit 
d^ja 4t6 vi^rae de la rigueur du <:limat. Et le jour m^me 
oii il entra fur les tferres dc 1* erapire Rufle fiit celui de la 
mort de CATHERiNfc I. , ^vAiemAit qui parflt d'abord me- 
natei" d' une diffolution prochaine 1' Acad^mie , dont xette 
Princefle , fidele aux vues de fon Epoux , venoit <!' achever 

la 
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la fondation. m. £UL£r , ^loign^ de & patrie, n'ayant 
point, comnie M. OANIEL bernoulli, h yrajpporterunnom 
c^lebre & refpe6ld ,' prit h r^iblution d' entrer dans la iharine 
rufle. Un des Amiraiix de pierre t. lui avdit d^ja proinis 
nne piace, lorsque, heiireufement pour la g^m^trie , T orage 
^lev^ coatre^Ies iciences Ce ^ifCpa. m. evler obtint le titre 
ie Profeffeur ,^ fuoc^a en 173 3 k M. daniel BERNouLLt ,' lors- 
que cet homme illuflre fe retira dans fon pays; & la m&ne 
ann^e il ^ufa m.II«gsell, fa cOmpatriote, filie d'i]n pein> 
tre que pierre i. avoit ramen^ en kuflie , au retour de foa 
premier voyage. D^s-lors pour nous fervir de rexprefCon do 
BACON, M. EULER fentit qu' il avoit donn^ des otages'k la 
ibrtune, & que le pays, ob. ii pouvoit esp^rer de former ua 
^tablififement pour fa iafflille, ^toit develiu pour lui une 
patrie n^cefiaire. N^ chez une Nation oh tous les gduveme- 
mens confervent au moins V apparence & le langage des con- 
fUtutions r^pnblicaines,o&, malgr^ des diflin^^ions pltts r^Iles 
que celles qui f^parent les premiersefclaves d'aa defpote, da 
demier de {es fujets , on a foigneufement gard^ t»tttes les 
formes. de 1' ^galit^ , oii le refpeft qu' on doit aux loix 
s'^tend jusqu'aux ufages les plus indifii^ns, pdttrvu que ran- 
tiquit^, oh. Topinion populaire, les ait cottfacr^S; m. euler 
fe trouvoit tranfport^ dans un pays ob. le Prince exerce une 
autorit^ fans bomes, oii la loi la plus ficr^e des gouverne- 
meiis abfolus , <;ellc qui r^gle U facceffion li T cmpire , ^toit 

alors 
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alors incertaiae & taiptiCky oii des che&, efclaves da fou- 
verain, r^noient defpotlqaement fnr nn peuple efclave; & 
c'^toit dans le moment oil cet emptre, gouvern^ par un 
^tranger an^itieux, d^Bant & cru^, gfinifibit fous la tyran- 
nie de BlRElt, & offioit un rpe£hcle auflt cflTrayant qu' in- 
ftru^f aux &masy qoi ^toient venos chercher dans fon fein 
ia gloire, la iortuDe & la libert^ de gpiiter en paix les 
douceurs de r^todec 

On ient toot ce qne dut ^prouver fame de m» euler, 
li^ k ce i^joor par une chaine qu'il ne pouvoit plus rom- 
pre. Peut-etre d<ut oa k cette circonftance de fa vie, cette 
opiniatret^ pour le travait, dont il prit alors T habitude 5c 
qui devint (bn unique reflburce dans une capitale oh Ton ne 
trovoit plus que des ennemis, oo des fatellites du miniflre, 
occup^s de iatter fes foup^ons , ou de s^y d^rober. Cette 
impreffioa iiit fi forte for M. euler, qu*il la confervoit 
encore, lorsqu'ea 1741, Tann^ d'apr^ la ch&te de birem, 
dont h tyrannie fit place k un gouvemement plus mod^r^ & 
plus humain, il quitta Petersbourg pour ie rendre a Borlin, 
oii U Roi de Prufle Tavoit apfjblld. II fut pr^ient^ \ la 
Reine-mere. Cette Princefle fe plaifoit dans la converiation 
des hommes ^lair^s , & elle les accueilloit avec cette &mi- 
liarit^ noble , qui annonce dans les princes le fentiment d'une 
graodeur perfonelle, ind^pendante de leurs titres, & qui eft 
devenue un des cara£leres de cette Famille nigufle. Cepen- 

dant 
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d^t la Reine de Prufle ne put obtenir de m. £UL£R que 
des )nonofyliabes. £Ue lui reprocha cette timidit^ , cet em- 
barras, qu* elle ciioyoit oe pas ni^ri.ter dMnfpirer. Pourquoi 
ne voitlez-vous donc pas me parler, lui dit-elle? Madame, 
r^pondit-il, parce^e je vi^ d^on pays o2i, quand on parle, 
oa eft peadu> 

Parvenu ati moment de itndre compte des travatix 
iimnenTes de m. £uL£R, j'ai fenti T impoflibiiit^ d'en fuiv- 
re les d^tails, de faire connoitre cette foule dc d^uvertes , 
de m^thodes nouvelleS) de vues ing^nieufes r^andues dans 
pius de trente oun^s pubii& k part, & dans pr& de fept- 
cens m^moires, dont environ deux-cens d^pof& k TAcad^mie 
de Fetersboui^ avant la mort , fbnt deftin& k enriciiii;^ruc- 
cefiivement la coileAion qu'elle publie* 

Mais un cara£lere particulier in'a iembM le diflinguer 
des honmies illuflres, qui, en fuivant la m&ne carriere, ont 
obtenu une gloire que la fienne n* a pas iclipf^ : c' efl 
d'avoir embrafl^ les fcieuces math^natiques dans leur nniver* 
falit^ , d'en avoir fucceilivement perfe6lionn^ les difi(lrentes 
parties , & , en les enrichiflant toutcs pai des d^ouvertes 
importantes , d'avoir produit une r^volution utile dans la 
maniere de les traiter. J'ai donc cru quen formant un ta- 
bleau m^thodique des diffi^rentes branches de ces fciences , en 
marquant pour chacnne les progr^, les changemens heureux, 
qu'eUe doit au g^nie de M. EUUR , /aurois, du moins au- 

tant 
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tant que mes forces me le permettent , donn^ une id^e plus 
jufle de cet homme c^lebre , qui , par la reunion de tant de 
qualit& extraordinaires , a ^t^, pour ainfi dire, un ph^no* 
m^ne , dont Thiftoire des fciences ne nous avoit encore of- 
fert aucun exemple, 

L'Alg^bre n avoit ^t^ pendant longtems qu*une iciencc 
tr^s-born^e • Cette maniere de ne confidfrer Tid^e de la 
grandeur que dans le dernier d^gr^ d'abftra6lion , oh Tefprit 
humain puifle atteindre , la rigueur avec la queile on f^pare 
de cette id^e tout ce qui , en occupant V imagination , pour- 
roit donner quelquappui, ou quelque repos k T inteliigence ; 
cnfin Textr^me g^n^ralit^ des fignes que cette fcience em- 
ploit, ia rendent en quelque forte ^trangere k notre nature, 
trop floign^e de nos conceptions communes , pour que refpric 
humain put aif^ment s'y plaire & en acqu^rir facilement 
rhabitude. La nurche m^e des m^thodes alg^riques rebu- 
toit encore les honmies les plus propres k ces meditations. 
Pour peu que Tobjet qu'on pourfuit foit compiiijud , elies 
forcent de Toublier totalement , pour ne fonger qu'k leurs 
formules ; la route qu'on fuit eft afTur^e, mais le but oh 
Ton veut arriver, le point d'oi» l'on eft parti , difparoiffent 
^galement aux r^ards du G^om^tre ; & il a fallu longtems 
du courage pour ofer perdre la terre de vue-& s^expofer fur 
la foi d' une fcience nouvelle . Auffi , en jettant les yeux fur 
les ouvrages des grands G^om^tres du fiecle deraier , de ceux 
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m^me) aax quels Talgebre doit les d&ouvertes les plus imf 
portantes , ~ on verra combien peu ils ^toient accoi^tu m^s k 
mankr ce m£me infirurhent quils ont tant perfe6liohn^ , & 
r on ne pourra' s^ emp^her de regarder comme V ouvrage de 
M. EULER, la r^volution^ qui a rendu ranalyfe alg^brique 
une m^thode lumineuie, univerfeile^ applicahle k toui & 
mfime fecile^ 

Apr& avoir donn^ fur la forrae des racines des ^qua- 
tions. alg^hriques, fur leur folution gfo^rale, fur T^limina- 
tion, plufieurs th^ories nouvelles & des vues ing^nieufes ou 
profondes, m. euler porta ks recherches fur le calcul des 
quantit^s tranfcendantes. leibnit;^ & les deux bernoulli 
fe partagent la gloire d'avoir introduit dans V analyfe alg^- 
brique Jes £)n£Uons exponentielles. & logarithmiques . cotes 
avait donn^ le moyen de ref»^fenter par des finus ou des 
cofinus les racines de certaines ^quations alg^briques. 

Un ufage heureux de ces ddcouvertes conduifit m. eu- 
LER U obferver les rapports finguliers des quantit^s exponen* 
tielles & ^logarithmiques avec les tranfceudantes n^es dans le 
cercie & enfuite k trouver de& m^tliodes au moyen des quelles 
£dfant difparohre de la folution des probl^roes les termes 
' imaginaires^ qui s' y feroient pr^fent^s & qui auroient embaraif^ 
le calcul, quoiqu'on fut qu'ils dttflent fe d^truire, r^duifant 
les formules k une exprefllon plus fimple & plus commode, 
il eft parvenu k donner lAie forme entierement nouvelle k 
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la partie de T analyfe , qui s applique aux qoeftions cF aflro* 
nomie & de phyfique. Cette forme a ^t^ adoptde par tous 
les G^om^tres ^ eile eft devenue d* un ufage commun ^ & elie 
a produit dans <:ette partie du calcul li peu pr& la m^e 
r^volution ^ que la d^ouverte J^cs logarithmes avoit produite 
dans les calculs ordinaires^ 

Ainfi^ ^ certaines ^poques, oh^ apr^s de grands eflforts, 
les fciences math^matiques femblent avoir ^puif^ toutes les 
reiTources de Tefprit humain & atteindre le terme marqu^ 
k leurs progr^^s^ tout-k^coup une nouvelle m^thode de calcul 
vient s'introduire dans ces iciences & leor donner une face 
nouvelle. Bient6t on les voit s' enrichir rapidement par la 
folution d'un grand norabre de probl^mes importans dont 
les G^omStres n'avoint of^ s^occuper, rebut^ par la difiicul- 
t6y & pour ainfi dire, par rimpoffibilit^ phyfique de con- 
duire leurs calculs jusqu'k un refultat r^el • Peut-^re la 
juftice exigeroit-elle de r^ferver k celui qui a f^u introduire 
ces m^thodes & les rendre uiuelles, une portion de la gloire 
de tous ceux qui les employent avec fucc^s ; mais du moins 
il a fur leur reconnoiffance des droits, qu'ils ne pourroient 
contefter (ans ingratitude. 

L' analyfe des f^ries a occup^ M. euler dans prefque 
toutes les ^poques de fa vie. Ceft m^me une des parties de 
fes ouvrages, oh Ton voit briller le plus cette fineflfe, cette 
lagacit^, cette vari^t^ de moyens & de reflburces, qui le 
cara£l^rifent. Les 
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.Las fra£tions contiaues, invent^s par le Vicomte de 
BROUNKER^ parolflblent perfqu' oubli^es des G^om^tres. M. 
EULER en perfe£liona la th^orie, eh multiplia les applica*' 
tions & en fit ientir toute rimportance- 

Les recherches ^ perfqu abfblument neuves , fur les f&ies 
ile produits ind^finis^ olfrent des reifources n^cefiaires k la 
fblution d' un graod nombre de queftions utiles ou curieufes ; 
& c'eft fur-tout ea imaginant ainfi de nouvelles fi^rmes de 
jSries. & en: ies employaot non feulemeat k des approxima- 
tions, doot on eft fi fbuvent forc^ de (e contenter, mais 
auflfi ^ la d^couverte des v^rit^s abfblues 8c rigoureufes, que 
M. EULER a Cqa aggrandir cette branche de Tanalyfe y au)our« 
d'iiui fi vafte, & born^e avant lui k un petit nombre de 
m^tliodes & d' a|^tication$» 

Le caicul int^gral^ 1'inftrument le plus fecond de d^^^ 
couvertes que jamais les hommes ayent poff^^, k chang^ 
de fice depuis les ouvrages de m. euler. II a perfedionn^^ 
^tendi>, fimpiifi^ toutes les m^thodes employ^es ou. propofSes 
avaot lui. On lui doit la fblution g^n^raie des ^quations 
lin^aires, premier fondement de ces formules d^approxima^ 
tions fi. vari^ & fi utiles. Une foolle de m^thodes particu-» 
lieres, fond^ fur di£ferens principes^ fbnt r^pandues dans 
fes ouvrages & nfunies dans fbn trait^ du caicul integrah Lk^ 
on le voit, par un heureux ufage des fubflitutions , ou rap^ 
peller It une m^thode connue des ^uations qui fembloient 
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5'y refufer, ou r&iuire aux premieres diffifrentielles des ^qua* 
tioas d^ordres fup^rieurs; tantot , en confideraat la forme 
des iot^grales, il en deduit les conditioas des ^quations dif« 
ftrentielles , aux quelles elles peuvent fatisfeire ; & tantot 
r examen de la forme des fa£leurs, qui rendent une difii^reh- 
tieile complette , le conduit )i fomier des dafles ^^n^rales 
d'^quations int^grabies. Queiqiiefois une propri^td particulie- 
re, qu'ii remarque dans une ^quatiou, lui ofTre un moyea 
de f^parer les ind^termin^es , qui fembloient devoir y refter 
confondues. Ailleurs, ix une ^quation oh elles font f^par^es 
fe d^robe aux m^chodes communes, c'eft en mSiant ces in- 
ddtermindes qu'il parvient i connoitre rint^grale* 

Au premier coup xToeil, le choix & ia r^uffite de ces 
moyens peuvent fembler en quelque forte apparteuir au bs^ 
zard^ Cependant un {\xco6s fi fr^quent & fi fur^ oblige de 
reconnoitte une autre caufe; & il n'eft pas toujours impofll-» 
ble de fuivre ie fil 66116^ qui a guid^ ie g^nie. Si par^xem- 
pie^ on coafid^re la forme des fubftitutions employ^es par 
M. EULER y on d^couvrira fouvent ce iqui a pu lui ^iire 
pr^voir que cette op^ration produiroit reffet dont ii avoit 
befoin; & (i on examine la forme que dans uae de fes plus 
belles mdthodes il fuppofe aux fafleurs d'une ^quation du fc^ 
coud ordre, on verra qu ils'eft arr^t^ a une de cclles qui 
appartiennent particulierement. k cet ordre d'^quation. A lai 
verit^ cette fuite d'id^e$^ qui dirige alors un.analyfte^ efl 

moins 
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mioins une m^thode^ dont il puifTe d^vek>pper la marche) 
qu'une forte d'inftin6l particulier , dont il feroit difficiie de 
rendre compte; & fouvent il aime mieux ne pas £ure Thi- 
ftoire de fes penf^es^ qne de s'expofer au foup^n d'ea avoir 
donn^ un roman ing^nieux & fait apr^s-coup. 

M. EULER a obferv^ que les^quations difl^rentielles 
font fufceptibles de folutions particulieres qui ne fbnt pas 
comprifes dans la folution g^n£rale« M» clai^raut a fait la 
mim6 remarqiie ; mais m. euler a montrif depuis , pour« 
quoi ces int^grales particulieres ^toient ^xclues de la fblutioa 
g^ndrale , il eft le premier qui fe foit, occup^ de cette tWo- 
rie j perfe6lionn(?e <Iepuis . par plufieurs G^om^tres c^Iebres & 
dans laquelle le m^moire de M. de la grange, fur la na« 
ture de ces int^grales & leur ufage dans la folution des pro- 
bl^mes, n'a plus rien laifT^ l defirer. 

Nous. citerons encore une partie de ce calcul, qui ap« 
partient prdfqu' eo entier ^ m. euler • C eft celle bix V oa 
cherche dcs int^grales particulieres pour une certaine valeur 
d^termin^c rdes ^inconnues ,r que^ renfenne T ^quation • Cette 
th^orie eft d'autant plus importatite, que fouvent Tint^ra- 
le gdn^rale^ fuit abfdljument nos recherches y & que dans les 
problSmes o^ une val^ur approch^e de rint^grale^ ne fuffit 
pas aux.vues: qu^on fe propofe^ la connoiflance de ces int^- 
grales particulieres . peut fupMer ^ ce d^&ut. £n efTet^ ot^ 
coonoit.alorS) du; mpins pour certains poiots, la valeur ri^ 
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goureufe; 5c cette connoiffaQce ^ unie k celle d^une valeur 
g^n^rale approch^e^ doit fuffire k prefque tous les befoins de 
r analyfe . 

Perfonile n' a fait un t|fage plos ^jsndu & plus heureux 
des m^thodes qui donnentla valeur de plus en plus approch^c 
d*une quantit^ dtefnin^e, par des ^quations difTerentieiles & 
dont on a d^ja une premiere valeur; & il s'efl ^galement occu- 
p^ de donher un moyen dire£l de deduire imm^diatement de 
r^quation mSme une valear afr& voifine de la vraie, pour 
que les puiflances ^lev^es de leur difierence puiflent itre n^- 
glig^es ; moyen fans le quel les methodes d' approximation , 
en ufage parmi les Gfom^tres, ne pourroient s'^tendre aux 
^quations pour les quelles les obfervations ou des confid^ra- 
tions particulTeres ne donnent pas cette premiere valeur , dont 
ces m^thodes fuppofent la connoiflance « 

Ce que nous avons dit, fuffit pour montrer jusqu'k 
quel polnt M. euler avoit approfondi la nature des ^qua- 
tions diflKrentielles , la fource des difficult^ qui s'oppofcnt 
a r int^pration , & k maoiere de l6s ^luder ou de les vain- 
cre*. Son gfand ouvrage fur cet objet eft non feulement un 
recueil pr&ieux de m^thodes neuves & ^tendues; c*eft enco- 
re une mine f&onde de decouvertes, que tout homme n6 
avec quelque talcnt, ne peut parcourir fans en rapporter de 
riches d^pouilles ; & V on peut dire de cette partie des tra- 
vaux de M. euler , xomme de beaucoup d' autres , que les 

m6' 
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mithodes q\x elle reaferme ferviront longteim apr^s lui k rtf- 
foudre des queflions importantes & dificiles & que ks ouvra- 
ges produiront encore & plus d' une d^couverte & plus d' une 
r^putation • 

Le calcul aux difii^ences finies n ^toit prefque connu 
que par Touvrage obfcur, mais plein de fagacit^, de TAr- 
LOR. M. EULER en fit une branche importante du calcul 
int^gral, lui donna une notation fimpie & commode, & f^ut 
rappiiquer avec fucc^s k la tWorie des fuites, k la recher- 
che de ieurs fommes ou de rexprefrion de leurs termes g^- 
n^raux , k celle de la racine des ^quations d^termin^eS| k la 
maniere d^avoir^ par un calcul faciie, ia valeur approch^e 
des produits, ou des fonunes inddfinies de certains nombres. 

Cetl k M. d'alembert qu' appartient r^eliement h 
d^couverte du calcui aux difiHrences partieiles^ puifque c'efl 
a iui qu' efl due la connoiflance des fra£lions arbitraires , qui 
entretft dans les int^grales. Mais dans ies premiers ouvrages 
dt M. d'alembert, on voyoit^ius le r^fultat du calcul, 
que iecalcui lui-m^me. Cefl k m. euler que Ton en doit 
ia notation. II a f^u fe le rendre propre en qualque maniere 
par ia profonde th^orie qut i'a conduit a refoudre un grand 
nombre de ces ^quations; k diflinguer les formesdesint^grales, 
pour les diff(frens ordres & pour les difi^^rens nombres de variables; 
krAluireces ^quations, lorfqu'eIIes ont certaines formes, k des 
int^grations ordinaires ; k donner ies moyens de rappeller k ces 

for. 
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formes, par d^heureufes fubftitutions, celies qui s'en ^loignent; 
cn un mot, en d&ouvrant dans la nature des ^quations aux 
difF^rences partielles pluGeurs de ces propri^t^s fingulieres, 
qui en rendent la tii^orie g^n^rale fi difficile & fi piquante, 
qualit^s prefqu inf^parables en g^om^trie, oh le d^gr^ de la 
difficult^ eft fi fouvent la mefure de rint^rct qu on prend 
i une queftion, de rhonneur qu on attache k une d^couver- 
te. L'influence ^d'une v^ritrf nouvelle fur la fcience m^me^ 
ou fur quelqu application importante, eft le feul avantage qui 
puiffe balancer ce m^rite de la difficuW vaincue chez des 
hommes, pour qui le plaifir d' appercevoir une v^rit^ eft 
toujours proportionn^ aux cffi)rts qu*elle leur a couttfs. 

M. EULER. n' avoit n^glig^ aucune partie de Tanalyfe. 
il a d^montr^ quelques uns des Th^oremes* de Fermat, fur 
r analyfe inddtermin^e, & en a trouv^ plufieurs autres non 
moins curiuex, non moins difficiles k d^couvrir. La marche 
du Cavalier au jeu d^Echecs, & difKrens autres probl^mes 
de fituation, ont auffi piqu^ fa curiofit^ & exerc^ fong^nie. 
II m^Ioit aux recherches les plus importanteS) ccs amufcmens 
fouvent plus difficiles , mais prefque inutiles & au progr^s 
m^me de la (cience & aux applications tent^es ju(qu'ici. m. 
EULER avoit un efprit trop fage, pour ne pas fentir Tin- 
convfoient de fe livrer longtems ^ ces recherches puremcnt 
curieufes; mais trop ^tendu en m^me tcms pour ne pas voir 
que leur inutilit^ ne devoit ^tre que momentan^e, & que le» 

fcul 
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feul ffloyen de la> faire cefTer ^toit de cherchtf k les appro<- 
fondir & k les g^n^ralifer • 

V Application de TAlg^bre k la G^om^trie avoit occu^ 
p4 y depuis DESCARTES y prefque tous les G^omStres du der- 
nier fi^cle. Mais m. euler k prouv^ qu'ils n' avoiont pas, 
k beaucoup pr^s^ tout ^poif^. On lui doit de nouveiles re^* 
ciierches fur le nond^re des points qoi d^terminent une ligne 
CDurbe, dont le d^gr^ eft conna, & fur celui des interfeflions 
des lignes de diff^rens d^r^s. On lui dait ^galementr^qiuu 
tion g^n^rale des courbes, dont les d^velopp^es, ks (econdes^ 
les troid^mes d^velopp^es, en un mot les d^velopp^es d'un 
ordre quelconque, font ierablables W la courbe g^n^ratrice*; 
^quatioQ remarquable par fon extrSme fimplicit^». ^ 

La Th^orie g^n^rale des fiirfaces courhes ^toit peu 
connue; & m. euler efl le premier qui Tait d^velopp^e 
dans un ouvrage ^Mmentaire. II y ajouta celle des rayons 
ofculateurs dfe ces fiirfaces ; & il parvint k cette conclufion 
finguiiere, que la courbure d'un flAnent de fiirface eft d^* 
termin^e par deux d)ss rayons-ofculateurs des courbes form^es 
par r interfe6lion de la furface & d' un plan qui pafle par 
la perpendiculaire au poin dono^; que ces rayons font le 
plus grand Sc le plus petit de tous ceux qui appartiennent k 
la fuite des courbes ainfi form^es, & qu*enfin ilsfe trouvent 
toujours dans def plans perpendiculaires l'un k l'aatre. 

II donna de plus une m^thode de di^terminer les fur£i- 

d ces 
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ces qui peuvent ^tre d^velopp^es fur un plan & une th^orie 
des proje6tions g^ographiques de la fphere. Ces deux ouvra* 
ges renfennent une application de calc|iil des diffifrences par- 
tieiles k des probl^mes g^om^triques ; application qui peut 
s'itendre k beaucoup de ^ueftions int^reffantes ^ & dont la 
primiere id^ efl due \ ta. euler. 

Ses recherches fur. les courbes, qui , trac^es fur une 
j(ph6-e) font re£tifiables alg^briquement, & fur les furfaces 
€ourbes , dont les parties correfpondantes \ des parties d'un 
pkn donn^ font ^ales entr'elles, Tont conduit k une nou- 
velle efp^e d'analyfe, \l h quelle il donne le nom d'analy- 
fe infinit^fimale indeterminfe; parceque^ comme dans Tana- 
.lyfe ind^termin^ ordinaire^ les quantit^ qui reflent arbi- 
traires font affujetties k certaines conditions; &, de m^me 
que Tanalyfe ind^termin^e a pn fervir quelque fois £ la pv- 
fedion de TAlg^re, m. euler regardoit fa nouvelle analy« 
fe comme une fcience qui devoit un ;our .^tre utile aux pro* 
gr^s du caicul integral. 

£n effet, ces queflions ifol^es, qui ne tiennent pas au 
corps m^thodique des fciences math^matiques ^ qui n'entrent 
point dans les applications qu'on peut en faire^ ne doivent 
pas etre regard&s feulement comme des moyens d'exercer 
les forces^ ou de faire briller le g^nie des G^om^tres. Pref- 
que touJMrs, dans les fciences, on commence par cultiver 
f^par^ment quelques parties ifol^es. A mefure que ks d^cou- 

ver- 
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vertes ruccefltves f^ multiplient , les liaifons qui uniffeQt ces 
parties fe laifTent ruccefnvenient appercevoir; & le plus foa* 
vent c'efl aux lumieres qui refuitent de cette r^nnion que 
font dues ies grandes d^couvertes, qui font ^poqne* dans Vhi- 
floire de refprit liumain ► 

La queflion de d^erminer les courbes ou les fur&ces, 
pour lesquelles eertaines fon^ions ind^finies font plus graa* 
des ou plus petites que pour toutes les autres, avoit exerc^ 
les G^om^tres les plus illuflres du fiecle dernier; les fola^- 
tions des probl^mes du folide de" h tnoindre r^fifbnce , de la 
courbe de plus vfte- defcente , de* la plus grande des aires 
ifop^rimetres , avoient ^t^ c^lebres en Europe. La m^thbde 
g^n^rale de r^foudre le problSme, ^toit cach^e dans ces folu- 
tions , & furtout dans celle qae jacq.ues Bernoulli avoit 
troWe par la queftion des ifop^rimetres 8c qui lui avoit 
donn^ fur fon Frere un> avantage, que tant de chefs-d*ocu- 
vres, en^mt^s depuis par jean bernoulli , n'ont pu faire 
oublier. Mais il £dIoit d^velopper cette m^thode, il failoit 
ia r&luire en formules g^n^rales; 8c c'eft ce que fit m. eu» 
LER dans un ouvrage imprimtf en 1744 & Tun des plus 
beaux monumens de fon g^nie. Pour trouver ces formules, 
il avoit ^t^ oblig^ d'empIoyer la confideration des lignes 
coufbes . Quinze ans apr^ ^ un jeune G^omi^tre ( m. de la 
GRANGe), qui, dans fes premiers eflais, annon^oit un digne 
fucceffeur d'euler, refolut le m^me probl^me par une lii^- 

d 2 tho- 



XXTni E L O Q £ 

thode puremetit aoatytique. M. euler admiYa le premier 
ce nouvel eiTort de Tart du . calcul , s'occupa lui-m^me 
d^expofer la nouvelle fa^thode, d'eQ pr^fenter les principes, 
8c d'ea doaner les d^veloppemens avec cette clartd; cette 
^l^gance qui brillent dans tous fes ouvrages. Jamais le g^nie 
ne re^ut & ne rendit un pks bel hommage; & jamais il ne 
fe xnontra plus fup^rieur k ces petites pafTions, que le par- 
tage d' un peu de glorie rend fi a^ves & fi violentes dans 
les honmies ordinaires*« 

Nous terminerons cet expof^ des tra^aulc de m» eule& 
fur Tanalyie pure, en obfervant qu'il feroit injufle de bor« 
ner fon influence fur les progr^ des math^matiques , aax 
decouvertes fans nombre dont fes ouvrages font remplis. Ces 
communications qu'il a ouvertes entre toutes les parties 
d'une fcience fi vafle; ces vues g^a^rales que fouvent mSme 
il n'iadique pas, mais qui n^chappent point & un efprit 
attentif; ces routes dont il s'efl content^ d'ouvrir Tentr^e 
& d'aplanir les preniiers obfhcles^ font encore autant de 
bienfaits dont les fciences s' enrichiront ^ & do«t la pofMrit^ 
jouira^ en oubliant peut-etre Ja main dont elle les aura 
re^u . 

Le trait^ de M^canique, que m. EULfiR donnaen 173^, 
efl le premier grand ouvrage oii Fanalyfe ait M appliqu^ 
a la fcience du mouvemeat • Le nombre des chofes neuves, 
ou pr^fent^es d'une maniere nouvelle , qui entrent dans ce 

trai- 
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trait^, eut ^tonQ^, les G^om^tres^ fi m. euler n'ea eut 
d^/a publi^ f^ar^ment la plus grande partie. 

Daos fss nombreux travaux fur la m^me fcience, il fut 
toujours fidele i Tanalyfe & Tufage heureux quil en a 
fait, a m^rit^ a cette m^thode la pr^ft^rence qu'elle a enfin 
obtenue fur toutes les autres. 

La folutioQ du probl^e ob. ron cherche le mouve- 
nrent d*uQ corps lanc^ dans Tefpace & attir^ vers deux 
points fix^S) efl devenuc c^lebre par Tartavec le quel des 
fubflitutions dont M. euler favoit fi bien pr^roir la for« 
me, Tont conduit ^ r^duire aux quadratures des ^quations, 
que leur complication & leur forme pouvoieut &ire r^arder 
comme infolubles. 

II appUqua Taiialyf^ aii moAvement d^un corps foli- 
de, d'une figure donn^e; & elle le conduifit li ce beau 
Th^or^me, deja donn^ par segner, qu'un corps d'une fi- 
gure quelconqoe ipfut toumer librcnient d'un mouvement 
uniforme autour de trois axes perpendiculaires entr'eux, 4 
la connoiflance. de plofieun propri^tds fingulieres de ces trois 
axes principaux , . & enfin aux ^quatLDUs g(fn^rales du mou* 
vement d^un^ corps, quelque foit fa figurb & la loi des for- 
ces acc^l^trices ^ qui agiffent fur f9s d^mens, ou fur quel- 
ques unes de fes parties^ 

Le probleme des cordes vibrantes, & tous ceux qui ap- 
partiennent k la Thdorie du fon^ bu d^s lolx desofcillations 
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de Tair, ont ^t^ foumis k Tanalyfe par les nouvelles m^tho- 
des dont il enrichit le calcul des difF^rences partielles, une 
tWorie du raouvement des fluides, appuy^e fus ce m^me 
calcul, ^tonna par la clartd qu'il a repandue fur des que- 
ftions fi ^pineufes & la facilitrf qu'il a fu donner k des 
m^thodes fond^es fur Tanalyfe fi profonde, 

Tous les probl^mes de raftronomie phyfique, qui ont 
^t^ trait^ dans ce fiecle, ont ^t^ rtffblus par des m^thodes 
analy tlques particiilieres k m. eulek . Sa Th^orie de lai 
lune eft un modde de la fimplicit^^ de la pr&ifion aux 
quelles on peut porter ces m^thodes ; & , en lifant cct ou- 
vrage, on n*efl pas moins ^tonn^ de voir jufqu o& un hom- 
me d*un grand g^nie, animd du d^fir de ne rien laiffer ^ 
faire fur une queftion importante, peut pouffer la patience 
& I* opiniatret^ du travail. 

L* aftronomie n^employoit que des methodes gfom^triques , 
M, EULER fentit tout ce qu'elle pouvoit efp^rer des fecours 
de r analyfe ; & 11 le prouva par des exemples , qui , imit^s 
depuis par plufieurs favans c^lebres, pourront un jour £iire 
prendre k cette fciencc une forme nouvelle. 

II embrafla la fcience navale dans un grand ouvrage, 
au quel une favante analyfe fert de bafe, & oh les queftions 
les plus difficiles font foumifes k ces methodes g^n^rales & 
fecondes qu'il lavoit fi bien cr^er & employer. Longtems 
apr& y il publia fur la m§me matiere , un abr^g^ fl^mentairc 
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de ce mSme trait^, oii il renferme fous la ^orme la plus 
fimple ce qui peut ^tre utile a la pratique & ce que doivent 
iavoir ceux qui fe coniacrent au fervice de mer. Cet ouvra- 
ge , quoique deftin^ par T auteur aux feules ^oles de 1' empire 
de Ruflle , lui merita une gratification du Roi , qui jugea 
que des travaux utiles ^ cous les hommes, avoient des droits 
"k la reconnoiflance de tous les fouverains , & voulut montrec 
que m^me aux extr^mit^s de TEurope, des talens fi rares 
ne pouvoient ^chapper ni k fes regards, nl ii fes bienfaits 
M. EULER fut fcafibk^ ccttc marque de reilime d'un Roi 
puiflant & elle re^ut un nouveau prix k Ces yeux , de Ja 
main.qui la lui transmit; cVtoit celle de m. turcot, Mi- 
niflre refpe£l^ dans TEurope par fes lumieres, comme par 
{es vertus, fait pour commander k ropinion, plut6t que pour 
lui ob^ir, & dont le fuifrage, toujours di^l^ par la v^rit^ 
& jamais par le d^fir d'attirer fur lui m^me rapprobation 
publique , pouvoit ilatter un iage trop accoumm^ k la gloi- 
re, pour ^tre encore fenfible au bruit de ia renomm^e. 

Dans -les hommes d'un g^nie fuperieur, Textrlme fim- 
plicit^ de cara£lere peut s*allier avec les qualit^s de Tefprit, 
qui femblent le plus . annoneer de rhabilet^, ou de la il* 
ne^. 

Auifi M. EULER, malgr^ cette fimpllcit^ qui ne fe d^^ 
mentit jamais, favoit cependant diilinguer, avec une fagacit^ 
toujours indulgente, il eft vrai, les hommages d^une admirar 
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tioa ^clair^e 5c ceux que la vaait^ prodigue aux grands hom* 
xnes, pour saflurer du tnoins le nifrite de renthoufiafine. 

Les travaux fiir la Dioptrique , font fondis fiir une 
analyfe moins profi>nde; & on efl tent^ de lui en favoijr 
gr^) comnie d'une efpece de facrifice. Les diflT^rens rayons^ 
dont un rayon fi>Iaire eft fi>rm^, fiibiflent dans le m^me mi- 
lieu des refra^lions diflKrentes; (?par& ainfi des rayons voi- 
finS) ils paroiflent feuls^ ou moius m^lang^s^ & donnent h 
fenfation de couleur qui leur eft propre. Cette refrangibilit^ 
varie dans les difl^^rens miiieux pour chaque rayon & fuivant 
une loi, qui n'eft pas la m^me que celle de la refraftion 
moyenne dans ces milieux . Cette obfervation donnoit lieu 
de croire que deux prifmes in^gaux & de diff^rentes matie- 
Ks y combin& enfemble , pourroient d^tourner un rayon de fa 
route fans le d^ompofer , ou plut6t en repla^ant par une 
triple refra£lion tes rayons d^mentaires dans une direflion 
parailele . 

De la v^rit^ de cette con;e£lure pouvoit d^pendre, dans 
les lunettes, la deftriiftion des iris^qui colorent les objets 
vus ^ travers les verres lenticulaires . M. euler ^toit con* 
vaincu de la pofTibilit^ du fiicc&, d'apr^s cette id^e m^tha- 
phifique, que fi Toeil a ^t^ compof^ de diverfes humeurs, 
c'eft uniquement dans Tintention d'y d^trulre les effets de 
Taberration de refrangibilit^ • II ne s'agiffoit donc que de 
chercher k imiter Top^ration de la nature; & il en propofa 

les 
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les moTens, tfapris une thforie qu*il s*^toit form&. Ses 
premiers eflais exciterent les Phyficiens k s'occuper d'un ob* 
jet qaiis paroifloient avoir neglig^.^ Leurs exprfriences ne 
cbnfirmerent point la th^orie de m. exjlkr : raais eiles coh- 
firmerent les vues qu'il avoit eues (ur la perfeftionides lunet* 
ces. Inftruit aiors par eux des loix de la difperfi^on dans \es 
difif^rens miHeux , il* abandohna fes premieres id^es, fdumit 
au calcul les r^fultats^ de leurs exp^rlences & enrichit la Diopi- 
trique de formules analytiques fmiptes ^ commxxles , g^n^ra- 
Jcs , applicables * k tous les inftrumeos quon peut conftruire. 
On a encore de m.. euler qudlques ef&is fur la th^o« 
rie gfn^rakf de la lomicFe, doht il cherchoit ^ concilier les 
ph^nomenes avec ies Ibis des ofciliations d^une fluide , parce- 
que riiypoth^fe de r^miffioa des rayons enligne droite^ lui 
^paroiffoit pr^fenter des difiiculti& inflirmontables . La Tb^orie 
de rairaan-, celle de h coh^ilon^ de5 corps, celles des frotte- 
mens, iiirent aufli pour lui Toccafion de favans caiculs, ap- 
puy(^s malheureufement flir de& hypoth^fes^ plutSt que fiir 
(des exp^riences* 

Le calcul des pFobabilit^s^ rarithm^tiqne politique^ fa« 
• rent encore Tobjet da fos infatigabies. travaux. Nous^ ne cfte- 
. rdns ici que fes recherches ftir les tables de mortalit^ & 
fur le>. moyeosj de les^ d^luire des • ph^nomenes avec: pius 
' d'exaftitude.Sa'm^th6de de prendre un milieu entre desi ob* 
; feivations ^ fes (;aiculs fuc r^tabliflemeot d'une caifle d'em- 
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prunt, dont le but eft d^affurer aux veuves, aux enfans, ok 
une fomme fixe, ou une rente, payables apr^s la mort d'uft 
mari, 4)u d*un peret moyen ing^nieux, imagin^ par des 
G^om^tres>]Philofophes , pour contrebalancer le mal moral, 
qui r^fulte de r^tabliflemeat des reates viageres, & pour 
rendre utiles aux faiaiUes ks )>Ihs petites ^pargnes que ieur 
chef peut falre fur fbn gain joumalier , qu fur les appointe* 
mens ibit d'uHe conomiinon, -foit d^unc place. 

Oa a vu dans T^oge de m. daniel sernoulli , 

.qu'il avoit partag^ avec m. £uler feul la gloire d^avok 

remport^ dix prix \ racad^mie des ^iences. Souvent ils tra- 

vaillerent poiir les m^es {iij»s^ ^Jc Thonneur de remporter 

fur fon concurrent ftit encore |iartag^ entr' eux , fans que ja- 

mais cette rivalit^ ait iu(penda les temoignages reciproques 

de leur eftime, ou Tefroidi ie fentiment de leur amiti^ . £a 

examinant les fujets fiir lesquels i'un ou Tautre ont obtenu 

ia vi£loiie, on voit que le fucc^s a d^pendu fiirtout.du cst- 

ra£lere de leur taleiit; iorsque la queftion exigeolt de i'a- 

drefle dans ia maniere de i'envifager, un ulage heureux de 

rexp^riencej ou des ^vues de phyfique ing^nieufes & neuves 

Tavaats^e ^toit pour m. daniel bernoulli; n'ofi&oit el- 

. le a vaiocre qoe de grandes diffictilt^ de calcul , felloit-il 

cr^er de nouvelles m^thodes '^d*analyfe, c'^toit m. euLer 

qui remportoit; & fi Fon pouvoit avoir la t^m^rit^ de 

vouloir juger entr'eux , ce ne fcroit pas entre deux hommes 

qu'on 
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qu*oa anroit K prononcer , ce leroit entre deux genre^ 
d'e^rit, entpe deox maniefts. d*empbyer le g^iie. 

Nous n'aurions doon^ qu'une id^ tr^Srimpar&ite de la 
i&ondit^ de M. EULER^ fi nous n.'ajoutions \ ceue foible 
efquifle de &s travaux ,, qu.' il eft peu de fujets importans 
pour ies, quels il ne foit xevenu. &r && traces y en le&ifant 
mSme pluiteurs Ibis iba premier ouirrage .. Tam6t ii fubfii- 
tuoit une nifthode dire£te & analyti^ \ une mSthode iodi-^ 
fe^le . Taotot il ^tendoit fa premiere folutioa k des cas qni 
lui avoient d'aboird lchappd; ajoittant prefque toujours de 
houveaux exemples-, qu-'il favott choifir avec un art fin- 
gulier, parmi ceux qui offroient ou quelque appHcation uti* 
le, ou quelque remarque curieufe. La feule intention de doo* 
ner k foa travail une {ornne plus m^thodique, d'y repandre 
phis de clart^, d'y ajouter un nouveau d^r^ de fimplicit^ ,. 
fuffifoit pour le d^terminer li des traveaux immenfes. Jamais 
G^m^tre n'a tant ^crit; &r jamais aucun n'a doon^ k fes 
ouvrages un tel degr^ de perfeilion . Lorsqu'il publioit un 
m^moire flir un objet nouveau, il expofbit avec fimplicit^ 
la route qu'il avoit parcourue, il en faifoit obferver les dif- 
ficultds, ou les d^tours; & apr^s avoir feit fiiivre fcrupuleu- 
fement \l ks lefteurs la marche de fbn efprit dans fes pre- 
miers effais , il leur montroit enfliite comment il ^toit par- 
venu k trbuver une route plus fimple. On voit qu'il pr^fi- 
roit rinfiru^lion de fes difeiples, a la petite fatisfaflion de 

«2 les 
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ks ^tonner , &'qu'2l croyolt n'en pas faire afl& poiir 1a 
fcience , s il n' ajoutoit aux vl^rit& nouvcUcs , dont ii T en* 
richiflbit 9 rexpofition naive des id^es qui Ty avoieat coa* 
duit^ 

Cette ih^thode d'enibraflef ainC toutes lcs branches des 

math^matiques , d'avoir pour ainfi dire toujours pr^fentes k 

r efprit toutes les queftions & toutes . les thfories , ^roit 

■pbur M. EULER oue fottrce de d&ouvertes ferm& pour pret 

que tous les autres ^ ouverte pour lui feul • Ainfi y dans la 

fuite dc (es travaux, tant6t s'ofFroit \ lui une m^thode fin- 

guliere d' integrer des ^quations en les ^difTifrentiant y tantoc 

une remarque fur une queflion d'analy(e , ou de m^nique^ 

le conduifoit k la folution .d' une ^quatioQ. difS^entielle tr^s- 

conipliqu^e y qui ^happoit aux m^thodes dire£les. 'C«ft 

quelquefois un probleme en apparence tr^s difficile, qu'il r^ 

fout en un inftant par une m^thode tr^s fimple^ ou un pro- 

bl^me qui paroit ^lementaire & dont la fblution a des difH- 

cult^s qu' il ne peut vaincre que par de grands eflforts ^ d' au- 

tres fois , des combinaifons de nombres finguliers , des f^ries 

d'une forme nouvelle, lui pr^fentent des queflions piquan tes, 

par leur nouveaut^, ou le menent \ des v^rit^s inattendues ; 

M. EULER avertiffoit alors avec foin que c'^toit au hazatd 

qu ihdevoit^les d&ouvertes de ce genre. Ce n'^toit pas en 

diminuer le m^rite ; car on voyoit aif^ment "^que ce haza^d 

ne pourroit arriver qu'a un homme qui joindroit k une va- 

. * " fle 



D E M» :E U ]L ^ R • XXXVII 

fie ^tettlue de conngiiranoes.^ |a fagdpitd la plus rare • D'all- 
teufs y^ peut-^,Stre ne faHdr.Qitril pas le louer de cette candeur y 
quand meme elle kii auroit * cout^ ua peu de fa gloire • 
Les hommes d'un grand g^nie ont rarement ces petites rufes 
de r amour propre ^; <jui ne fervent , qu' \ rapetiffer aux yeux 
des juges iclair^s c^ux qu eiles agrandiflent ians Topinion 
^e la multiuide, {ok que rhomme de g^nie fente qu'il ne 
fera jamais plus^grand qu en fe montratit , tel .qu'il eft, folt 
que ropinion n'ait pas fur lui cer eoipire qu cUe exerce 
avec tant de tyranoie fur les hommes 'm^iocres • 

, Lorfque Ton lit la vie d*ua grand hommc, foit convi- 
Alori dc rimperfeftion attaclide kla foibleffe humaine, foit 
que la . juilice dont nous fommes capables ne puifle atteindre 
jufqu^lk r^connoitriS dans nos femblables une fup^riorit^ dont 
riea ne nous coafole , foit enfin que T id^e de la perfe£lion 
daas uu autre^ nous bleffe, ou nous humiiie encore plus 
que ceile de la grandeur; il femble qu on a befoin de trou- 
ver un endroit foihle; on cherche quelque d^faut qui puifle 
uous relever ^ nos propres yeux, & Ton eft involontaire- 
;iheat.port^ V. fe. d^ficr de la finc^-it^dc TEcrivain, s'il ne 
nous montre pas cet cndroit foible ,. s il ne fouleve point 
le voile important dont ccs d^iauts fout couvcrts, 

M. EULER poroiffoit quelquefois ne s'occuper que du 
plaifir de calculer 8c regarder lc point de m^canique ou de 
phyfique , qu' il examinoit feulement comme unc occafion 

d'exer- 
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d'exercer foa g^nie & de fe livrer k ia paflioQ domiQante • 
Aufli lesfavans lui ont-ils reprocW d^avoir quelquefois prodigu^ 
fon calcul k des hypothiefes phyfiques , ou m^me k des prin- 
cipes m^taphyfiques , dont il n'avoit pas afli^s examin^ ou 
la vraifemblance , ou la folidittf . lis lui reprochoient aufli 
de s'^tre trop repo{2 fiir les reflburces du caicul & d*avoir 
negiig^ celles que pouvoit lui donner Texamen des queftioni 
mSrae qu il fe propofoit de rtfoudre, Nous conviendrons que 
le premier reproche n'^toit pas fans fondement. Nous avou- 
crons que dans M. euler , le Metaphyficien , ou m$me 
le Phyficien, n*a pas 6t6 fi grand, que le G^om^tre; & 
Ton doit regreter fans doute que plufieurs parties de fes 
ouvrages, par exemple de ceux qtfil a faits fur la fcienc6 
navale, fur Tartillerie, n'ayent prefque ^t^ utiles qu^aux 
progr^s de la lcience du calcul. Mais nous croyons que le 
fecond reproche eft beaucoup moins m^rit^. Partout, dans 
les ouvrages de m. euler^ on le voit occup^ d^ajouter aux 
richefles de Tanalyfe , d'en ^tendre & d'en multiplier les 
applications. En m^me tems qu^elle paroit fon inftrument 
unique, on voit qu'il a voulu en faire un inftrument uni- 
verfel . Le progr& naturel des fciences math^matiques devoit 
amener cette r^volution; mais il Ta vu, pour ainfidire, s'ac- 
coraplir fous ks yeux; c*eft k fbn g^nie que nous la devons; 
elie a ^t^ le prix de ks eftorts & de ks d^couvertes. Ainfi, 
lors meme quil paroiflbit abufer de Tanalyfe, & en ^puifer 

toutf 



D E M. E U L £ IL. XXXIX 

tous les fccrets ponr r^foudre une queftion dont quelques 
reflexlons , ^trangeres au calcul , lui euflent donn^ une folu- 
tion fimple & £icile, fouvent il ne cherchoit qu'k montrer 
les forces & les refTources de fon art; & on doit lui par- 
donner fi quelquefois, en paroiflant s*Qccuper d'une autre 
icience , c' ^toit encore au {u-ogr& & k la propagation de 
ranalyie que ies travaux ^toient confacr^s, puifque k r^vo- 
lution qui en a iti le fruit eft un de (ss premiers droits k 
la reconnoiflance des honunes & un de fes plus beaux titres 
k la gloire. 

Je n'ai pas cru devolr interrompre le d^tail des tra* 
vaux de m. euler, par le recit des ^v^nemens tres-fimples 
'& tr^s peu multipli& de £i vie. 

II s' dtablit k Berlin cn 1741 & y refia jufqu* en xy66, 
Madame la Prinoefle'D*AVHALT-DESSAU, Niece du Roi 
de Prufle, voulut recevoir de lui quelques le^ons de phyfi- 
que. Ces le^ons <int . ^t^ publi^ fous le nom de lettres k 
une Princefle d' Alleihagne r ouvrage pr^cieux par la clart^ 
finguliere avec ^aquelle ii y a expof^ les v^rit^s les plus 
importantes de la m&anique, de Tafironomie phyfique, de 
roptique iSc de la^th^ocie des fons; & par desf vues it^^niea- 
ies moins philofophiques , mais plus (avantes que celles qui 
ont fiiit furvivre le livre de la pluralit^ du monde , au 
iyft^me des touii>illons. Le nom d'£ULER, fi grand dans 
lesfciences, Tid^e impolante que Ton fe forme de fesouvra- 

ges 
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ges deftin^s \l approfondir ce qu2 Tanalyfe a de plus ^pineinc 
& de plus abftrait, donne a ces lettres fi fimplcs, fi faciles, 
un charme fingulier. Ceux qui n*ont pas ^tudi^ les matb^- 
matiques, ^tonn&, flatt^s peut-^tre de pouvoir entendre uti 
buvrage d* euler , lui favent gr^ de s' ^tre mis k leur por- 
tce; & ces d^tails ^Mmeotaires des fciences / acquierent une 
furte de grandeur, par le rapirochenaeQt qu bn: en iak avec 
la gloire & ie g^nie de Thomme iiluflre, qui les a trac^es* 

Le Roi de Pruife employa m. euler k des calculs fur 
les monnoies y k la condulte des eaux de Sans-fouci , k T exa- 
men de plufieurs canaux de navigation. Ce Prince n ^toit 
pas n^ pour croire que de grands takns & des connoifiances 
profondes, fuffent jamais des qualit^ fuperflues & dangereu- 
les ; & le bonheur de pouVoir ^tre utile , un avantage refer- 
v^ par la nature k Tignorance & k hi meiUocrit^. 

En 1750, M. EULER fit le voyage de Francfort poor 
y recevoir fi ifiere, veuve alors, & la ttmener k Berlin • 
11 eut le bonheur deTy conferver jufqu^en 17^1. PendatJt 
onze ans, elle puit de la gloire de fon fils, comme le cccur 
d^une mere fait en jouir^ & fiit plus heiireufe encore peut- 
• ^re par ks foins^ tendres & affulus dcxit cette gloire augmen* 
toit le prix . 

Ce (m pendant fon ftjour )l Berlin, que M. eulei^, 
li^ par la reconnoiffance k m. maupertuis , fe crut obligtf 
de defendre ce principe de la moindfe aflion, for lequel 

le 
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le Pr^fidcnt de racad^mie de Pruffc avoit fond^ refp^rance 
d' une fi grande renomm&. Le moyen <jue choifit m. euler 
ne pouvoit guere Stre employ^ que par lui. C^toit de x6- 
foudre par ce principe quelques uns des probl^mes les, plos 
difficiles dc la m^canique. Ainfi , dans les tems fabuleux , 
les Dieux daignoient fabriquer pour les guerriers, quils fa? 
vorifoienty des armes imp^n^trables aux coups de ieurs ad- 
yerfaires . Nous defirerions q^ue la reconnoiffance de m. euler 
fe fut born^e k une proteftion fi noble & fi digne de lui ; 
mais on ne peut fe diffimuier qu!ii n ait montr^ trop de 
duret^ dans fes r^ponfes k KOENIG : & c efl avec douleur 
que nous fommes obligifs de compter. un grand homme parmi 
les ennemis d'un favant malheureux & perf^cut^. Heureufe- 
ment, toute la vie de m. £UL£R le met k Tabri d'un 
foup^on pius grave • Sans cette indifi^rence pour la renom- 
.mfo ^ qu il a montr^e conflamment , on auroit pu: croire que 
ks plaifanteries d'un illuflre partiian de M..EULER (plaiian- 
teries que M. D£ voltaire lui-m^me a dcpuis ^ondamn^cs 
a un. jufle oubli) avoient alt^r^ le cara£lere de M. euler . 
Mais s'il fit alors une faute, c efl i Texc^s feul de la re- 
connoifJance qu il faut rattribuer; & c'eft par un fentiment 
jrcfpe^bble, qu il a 4t6 injufte une feule fois dans fa vie. 

Les Ruffes ayant p^n^trd dans la Marche en 17^0, 
^pillerent nne m^tairie que M. euler avoit aupr^s de Char- 
:lotiembourg; mais le G^n^ral tottleben n'^toit pas veau 
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faire la guerre aux fciences. Inftrulc de la perte que m« eu* 
LER avoit efluy^ , il s'eraprefla de la reparer , en fai(ant payer 
le dommage k un prix fort au deflus de la valeur r^eile; 
& ii rendit compte de ce manque d^^ards involontaire k 
r Imp^ratrice elisabeth , qui ajouta un don de quatre mille 
florins , h une indemnit^ d^ja beaucoup plus que fufiirante. 
Ce trait n'a point 6t6 conuu en Europe; & nous citons 
avec enthoufiafme quelques aflions femblables, que les anciens 
nous ons traufmifes. Cette diff^rence dans nos jugemens, 
ti*eft-elle pas une preuve de ces progr^s heureux de Tefpece 
humaine, que quelques Ecrivains s'obftinent h nier encore 
apparemment pour ^viter qii^on ne lcs accufe d*en avoir ^t^ 
les complices? 

Le Gouvemement de Ruflie n'avoit jamais traitd m.eu- 
LER comme un ^tranger ; une partie de fes appointemens lui 
fut toujours pay^e malgr^ fbn abfencc ; & rimp^ratrice Tayant 
appelM en 1766 y il confentit k retoumer \ Petersbourg. 

£n 1735 > les «flbrts que lui avoit cout^ un calcul 
aftronomlque, pour lequel les autres Acad^miciens deman- 
doient plufleurs mois, 8c qu'il acheva en peu de jours, lui 
avoient caufd une maladie, fuivie de la perte d'un oeih ll 
avoit lieu de craindre une c&it^ complette, s'il s^expofoit 
de nouveau dans un climat dont rinfluence lui ^toit contrai- 
re. Uint^r^t de ks enfans Temporu fur cette crainte; &, 
fi on fonge que T^tude ^toit pour M. euler une paflioa 

ex- 
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excluHve, on jugera fans doute que peu d^exemples d'aniour 
patemel ont mleux prouv^qu'il eft la plus douce de nos affc- 
6iions. 

Il afTuya, peu d*ann^apris, le malheur qull avoitpr^- 
vu;mais il conferva, heureu/emeht pour lui & pour les rciea< 
cesjla facult^ de diftuiguer encbre de grands cara6leres trac^s 
fur une ardoife avec de ia craie. Ses fils, fes ^leves , copi» 
oient fes calculs, ^ivoient fous h di£l^e le refte de fes m^- 
moires ; & fi on en juge par leur aombre & fouvent par le 
g^nie qu'on y retrouve, on pourroit croire *jue Fabfence 
«ncore plus abfblue de toute diftra^lion , & la itouvelle 
^nei^e que ce recueiUemeat forc^ donoit \l toutes fes &cal- 
t6s , lui ont £ut plus gagner que 1' affoiblifiement de ia vue 
n'a pu lui £ure perdre de £u:ilit^ & de moyens pour le travail . 
D'aillears, M. EuLElt, par la nature de foa g^oie, par 
rhabitude de (a vie, s'etoit mSme iavoloatairement pr^par^ 
des reffources extraordiaaires , ea examinant ces grandes for-. 
mules^ aaalytiqaes, fi rares avaat lui, fi frequeates daos {es 
ouvrages,'doat la combiaaifoa & le d^velof^meat r^uaiffent 
tant de fimplidt^ & d'i^l^aace, dont la fbrme mdme plait 
aux yeux come k Tefprit, on voit qu'elles ne font pas le 
fruit d*^ ua ,calcul trac^ fur le papier , '& que produites 
toutes eatieres daas fa t^te , elles y oat 4t6 cri^es pat 
noe imagiaatloa ^alemeot puiflante & aflive. II exifte daas 
ranalyie (& M. euler ea a beancoup multipli^ le nombre) 

f 2 ' dcs 



XLIV E L O 6 E 



des formules d*une application commune, & prefque journa- 
liere. Il les avoit toujours prdfeatcs k Fefpritj ks favoit 
par coeur, les recitoit m^me de m^moire; & m. d' alembert, 
Iorsqu'il vit M. EULE& ^ Beriin, fut 6tonvi6 de ce ph^nome- 
ne, nouveau mSme pour lui. Enfin ia faciiit^ k caicuier dc 
tSte ^toit portfe k un degrd qu'on croiroit ^ peine , fi l^hiftoi- 
re de' fes travaux ri^avoit accoutum^ aux prodiges. On Ta vfi , 
dans rintention d'exercer fon petit fils aux cxtrafltions de 
racines, fe former la table des fix premieres paiflances.de tous 
ks nombres , depuis iia jufqu'k cent & la confervcf exa6lc- 
mens dans fa m^moire . Deux de fes diiciples avoient calcu- 
I^ y jufqu au dixfeptieme terme , une f^ric convcrgentc aflifs 
compiiqu^c . Leurs r^fultats, quoique form^s d'apr^s un cal- 
cui ^rit, diffi^roient d'une unit^ au cinqpsuiti^mc chiffrcw 
Ils firent part <le cette difpute U leur maitre. M. euler 
refit le caicul entier dans (z t^tc^ & fa d^cifion fc trouva 
conforme k la v^rit^. 

Depuis la perte dc Gl vue^ il a^avoit d'autrc amufc* 
ment que dc fairc des aimans artificiels , & dc donner dcs 
legons de maKh^matiques a un de fes petits-fils', qui lui pa- 
roiflbit annoncer d^heurcufes difpofitions. 

II alloit encore quelque fois h TAcad^mie, principalc* 
ment dans les circoftances difficiles , ou il croyoit que fa 
pr^fence pouvoit ^tre utilc pour y maintenir la libert^ . On 
fent combien un Pr^fident perp^tuel nomm^ par la Cour 
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peut troabler. >le Vepos id' une Acad^mie^' & tout ce quelic 
en Joit craindre , lorfque , n ^tant pas choiA dans la clafle 
des favans, il ne fe fent pas ndSme arr^t^ par le befoia qu'a 
fa r^putation du fufTrage de fes confreres • ' £t commeiit det 
hommes, uniquement occup^s de. leuis paiftbies travaux & ne 
(acliaut parler que le langage dss fciences, pourroient*iis alors 
k d^fendre, furtout (i ^trangers, ifol^s, dioign& de ieur pa« 
trie^ ils «iennent tout du Gouvemement, auquel iis ont k 
demander juftice icontre le clief-qcie ce <20uvemement m^me 
leur a donnd? . - •» 

Mais il efl un d^r^ de gloire o& Toa fe trouve ^ 
delfiis de ia craiflte: c'eft lorsque T£urope entiere s^^iieveroit 
contre 'une;injuri perfonnelie £ute ^ un grand-iionune , qu il 
peut fans rifque d^ployier contre l'injuftice rautorit^ de ^ 
renommtfe 8c tflever-^ea faveur des fciendes une voix.qu^^oh 
ne peut: emp^cfa^ ]de. fe &ire entendre • . M. jeulsh >. tout 
fimpie, tout.modefle qu'il' drbit^ (Jentoitofes forces^. 8f lcs « 
plus d'une fois heureufement empioy^. > 

. .En\i77i,,.la:YHie de Petersbourg^prouva ua inc^idie 
terrible . Les flammes gagnerent la maifon de M*» EULEa> 
UnViBasi<mv/;M/.jpiBkEk grimov , (dont\ ie^notn.m^rite 

fai»v'Hottte..dfSti£ 4o!afetiv^3 ^ppte°^ ^ cbnger de fon iliuftfe 
conipatribte^ aveugleifid fouffirant,' il . fe pi^cipijte au travers 
des ^mmes , . p^h^tare jufqn^^k iui , le ciiarge fur. fes ^paules 
ic ie fauvse^ air pdrillde fa viie • Sa Bihlioth^ueV ^ ^m^l^ 
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fureat confum^s • Mais les foins emprefiT^s dit Comte OR* 
LOFF fauverent fes manufcrits; & cette attention, au milieu 
du troubie & des liorreurs de ce grand d^faftre , eft un des 
hommages les plus vrais & les plus flatteurs , que jamais 
fautorit^ publique ait rendu au g^nie des fciences. La mai- 
fon de M. EULER ^toit un des bien£dts de Tlmp^ratrice , & 
un nouveau bienlait en r^para prompttoient la perte. Il a 
eu de £i premiere femme treize en&ns, dont huit morts en 
bas-age . Ses trois fik lui ont fiuv^cu ; & il eGt le malheur 
de perdre fes deux filles dans la demiere ann^e de fa vie. 
De trente huit petits en£uis, vingf-fix vivoientencore;^ T^po- 
que de fa mort . £n 177^, il ^poiifa. en^condes ooces, 
Mlk. 6SELL, foeur de pere de fii prenaiere femme . II avoit 
gard^ toiite la fimplicit^ de moeurs donfc U maifon patemeUe 
Ittl avoit donn^ Texetaple. Taot qu'il a con&rv^ la vie, 
il rafiembloit tous- les foirs,'poar la priefe commune, fes 
«n&nS) fes petits eafiuis, (es ddmefliques & ceux de fes ^le- 
ves qui logeoient chez iui . II leur lifoit un chapitre de la 
Bible, 3lc quelqoe fois accompag&oit cette ledare d'une ex- 
^rtation. 

U ^toit tr^s religietrx; on.a de lai nnfl preuve nouvelle 
'nde f exiflence de Bnuy & de la ^iricuaJit^ :de' Taaie^ Qjtdh 
demrere m^ttw a ^t^ adopt^ dans piuQeiirs.^les de Th^ 
lc^ie. Il avbit conferv^ fcnipiileii&ment la religton de fba 
pays, qoi eft le Calvihifme ri^def &)iliiie parott-piiscqa*^ 
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rexemple de la plupart des Savans proteftans, 11 fe foit per- 
mls d'adopter des opinions particulieres & de fe former ua 
fyft^me de religion. 

Son ^rudition ^toit tr^s^teudue, furtout dans T hiftoire 
des math^matiques. On a pr^tendu <]u'il avoit port^ fa cu- 
riofit^ jufqu'k s'inftruire des proc^^s & dcs regles de Taftro- 
logie & que m^me il &a avoit £iit quelques applications. Ce- 
pendant, lorfqu^en 1740 on lui donna ordre de £ure Thorof- 
cope du Prince rvAN, 11 repriffenta que cette fon6lion appar- 
tenoit k M.K&AAF, qui, en qualit^ d'aftronome de k cour, 
fut oblig^ de la remplir. Cette cr^ulit^, qu'on eft ^tonn^ 
de trouver k cette ^poque dans la cour de RulCe, ^toic g^- 
n^e, un fiecle aupaiavant, dans toutes les Cours de TEu- 
,. rope. Celles de TAfie Q'en ont pas epcore brif^ le joug; 
& il faut avouer que, fi on en excepte les maximes com- 
munes de la ._ morale , il n' y a jufqu' ici aucune v^it^ qui 
puiffe fe glorifier d'avoir ^t^ adopt^e auffi g^n^ralement & 
aufll longtems que beaucoup d'erreurs, ou ridicules ou fu- 
neftes . 

M. EULEt. avoit itadvi prefque toutes les branches de la 
phyfique, Tanatomie, la chymie , la botanique; mais fa fa- 
p^riorit^ •daiB les mathimatiques ne lui permettoit pas d' at- 
tachw la plus petite importance k fes ,coDfx>ifl^ces dans les 
autres genres, quoiqu'aflez ^tendues, pour qu'iun homme, 
.plus fufceptible des petitefles de Tamour-propre, £ut puafpirer 
}k mt forte d'univerfalit^« L'^- 
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L'^tude de la litt^rature ancienne & des langues favan- 
tes avoit fait partie de fon ^ducation* II en conferva legout 
toute fa vie; & n^oublia rien de ce qu il avoit appris; mais 
il n'eflt jamais ni le tems, ni le d^fir d'a)outer k fes pre- 
mieres dtudes. II n^avoit pas iu les poJTtes modernes & fa- 
voit* par coeur T Eneide. 

Mais M. EULER ne perdoit pas de vue les math^mati- 
ques, m&ne lorfqu'il r&itoit les vers de Virgile. Tout^toit 
propre i lui rappeller cet objet prefque unique de fes pen- 
fics y & on trouve dans ks ouvrages un favant mi^moire fur 
une queftion de m^nique , dont il racontoit qu un vers de 
rEneide lui avoit donn^ la premiere id^e. 

On a dit que, pour les hommes d'un grand talent, le 
plaifir du travail «n ^toit une r^compenfe plus douce encor^ ^ 
que la gloire. Si cette v^rit^ avoit befbin d'etre prouv^ 
par des exemples, celui de m. eulsr. ne permetroit plus 
d'en douter. 

Jamais dans fes favantes difcuflions avec dc c^lebres G6or 
m^treS) il n'a laiff^ ^chapper ua feul trait qoi puiife faire 
foup^onner qu'il fe foit occup^ des int^nSts de fon amour- 
propre . Jamais il n'a reclam^ aucune de fes decouvertes ; & ^ 
fr on revendiquoit quelque chofe dans fes ouvrages, il s*cm- 
preflbit de r^parer une injuftice involontaire", fans m5me trop 
examiner fi T^quit^ rigoureufe exigeoit de lui un abandon 
abfolu. Yavoit-on relev^ quelqu'erreur, fi le reproche ^toit 
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tnal foniiy il roubCbit; s*il ^toit jafte , il ib coixigoait, 
^ & ne fongcoit mivas pas ^ obferver que fouveQf le m£rite 
de ceux qoi (e vantoient d* avoir aper^u fes £uites , confiftoit 
feulement dans une application &cile des M^thodbs, qoe lui 
m^oe leur avoit enfeiga^, ^ des TMories don» il avoit 
applani d'avance les plus grandes difficult&. 

Prelque toujours les hommes m^ocres chochent \ (e 
faire valoir par une f^v^rit^ proportionn^e k la haute id^ 
^viUs. veident donner de leur jugement, ou de leur g^nie. 
Inexorables pour tout ce qui s'deve au deflus d'eux, ils ne 
pardonnent m^e pas H 1' inferiorit^. On^ diroit qtt*un fttiti- 
ment fecret les avertit du befoin qu*ib ont de rabaifler les 
autres. Au contraire, le premier moutement de m. eules. 
le portoit ^ c^Arer ks talens 66s riftant o& quelques eflais 
iieureux frappoient ks r^;ards, & (ans attendre qu'une jufte 
admiration eflt fbliicit^ (bn fuf&age. On te voit employer 
fon tems ^ re&ire, \ ^laircir fes ouvrages & mftne k r^ 
ibttdre des probllmes d^ja r^fbhis, qtti ne ini laiflbient pltts 
qtte le m^rite de plus d'^^nce & de m^thode, avec la m^ 
me ardeur, la m^me confbnce, qu*il efit inif^ k pourfuivre 
nne v^rit^ nouvelle , dont la d^couverte auroit ajout^ k fa 
renonmi^e . D^ailleurs , fi le d^r ardent de la ^oire eflt 
exift^ att fond de fon cocttr, la franchife de fbn caraflere ne 
lui efit pas permis d'en cacher les mouvemens. Mais cette 
gbire, dont il s'occupoit fi peu, vint le chercher. La f^« 
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condit^ iinguli^re de fon g^nie frappoit m^me ceux qui n'^ 
tolent pas en ^tat d'entendre fes ouvrages. Quoiqu^unique» 
ment livr^ k la G^om^trie, fa r^putation s'^tendit parmi les 
'hommes les plus ^trangers ^ cette fcience; & il fut pour 
rEnrope entiere, non feulement grand G^om^tre ^ mais un 
grand-homme. 

II eft d^ufage en Ruflie d'accorder des titres militaires 
\ des hommes tr^ ^trangers au fervice. Ceft rendre hon^ 
mage au pr^jug^ qui faifoit regarder cet Etat comme la feu- 
le profeflion noble^ & avouer en m^e tems qu' on en recon- 
boit toute la fauflet^« Quelques iayans ont obtenu jufqu'au 
grade de G&i^ral-Major; M. euler n'en eut & n'en vouloit 
point avoir aucun. Mais quel titre pouvoit honorer le nom 
d' EULER ? Et aiors le refpeft pour la confervation des droits 
naturels de T honime ^ impofe «n quelque forte le devoir de 
donner Texemple d'une fage indifr^rence pour ces hochets de 
la vanit^ humaine, fi pu^ile, mais fi dangereux* 

La plupart des Princes du Nord , dont il ^toit perfbn* 
nellement conuu^ lui ont donn^ des marques de leur efiime^ 
ou plutot de la v^n^ration , quon ne pouvoit refiifer k la 
r^union d'une vertu fi fimple & d'un g^nie fi vafte & fi 
^ev^. Dans le voyage que le Prince Royal de Pruffe fit k 
Petprsbourg, il pr^vint la vifite de M. euler & pafla quel- 
ques heures h cot^ du lit de cet illuftre vieillard^ ayant fes 
mains dans les fiennes & tenant fur fes genoux un petit fils 
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d'EULEa , ff» fes difpofitioas pr^ces ponr la G^om^trie 
avoieat reodu Tobjet particulier de fa tendrefle paternelle. 

Tous les math^inaticiens c^lebres qui exiftent aujour- 
d'hui font fes ^eves. II n'eQ eft aucun qui ne fe foit for- 
md par la le6lure de ies ouvrages, qui n'ait re^u de lui les 
formules, la m^ode qu'il emploie, qui, dans ies d^couver- 
tes ne foit guid^ & foutenu par le .g6ue d*,£Ui.£a. II doit 
cet honneur k la r^volution qu'il a produite dans les fcien- 
ces math^matiques , en les foumettant toutes k Tanalyfe; 3l 
ia force pour le travail, qui lui a permis d'ambrafler toute 
r^tendue de ces iciences; h, Toidre m^thodiqne qu'il a fyi 
mettre dans fes grands ouvrages; k la fimplicit^, ^ r^^gan- 
ce de ks formules ; li la clart^ de ies m^thodes & de ies 
d^monftrations , qu^auginente encore la multiplicit^ & le choix 
de fes exemples. Ni newton , ni descartes m^me^ 
dont rinfluence a iti fi puiflante, n'ont obteuucette gloire; 
& jufqu'ici, feul entre tous les G^om^tres, M. euler Ta 
pofl*^^ toute entiere & fans partage. 

Mais comme Profefleur, il a form^ des ^leves qui lui 
appartiennent plus particulierement , & parmi les quels nous 
;citerons fon fils ain^, que TAcad^mie des fciences a choifi 
pour le remplacer , £tns craindre que cette fucceffion honorable 
accord^e au nom d'£ULER, connue k celui de bernoulli, 
pfit devenir un exemple dangereux; un fecond fils livrd au> 
jourd'hui k T^tude de la M^icine , mais qui dans fa jeunefle 
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a remport^ dans cette AcaAkak un prix {va les alr^rations 
du moyea mouvement des plan^tes: m. lexecl , qu'une 
mort pr^matur^ vient d^enlever anx fciemres, enfin m. puss, 
ie plos jeune de fes di&iples , le compagnon de ies derniers> 
travaHX , <pa. , envoy^ fde baslc k m. euler , par m. da-. 
NiEL BEHfrouLLi , s*eft nioutr^ digne par ies ouvr^ du 
choix de BEKNOULLi & des iegons d*EULER & qui, apr6 
avoir rendn dans fAcad^e de Petersbonrg un liomms^ 
public \ Con illuftre Maitrt, vient <de s*mnsr II /a petite>fille; 

De ieize Profefleurs attacli^ k VAcadSmt de Peters^ 
bouig, liuit avoient ^t^ £6rm6s par lui & tous connus par 
leurs ouvrages & d&or^ de titres acad6niques , fe glorifioient 
de pouvoir y ajouter celui de difciples •d*EULER. 

II avoit conferv^ toute fa &cilittf, Sc en apparence ron- 
tes fes forces. Aucun changement n^annon^oit que les fcien^ 
ces fuflent menacte des le perdre. Le &pt Septembre 1783 f 
apr^s s'£cre •amuf^ k calculer' for une ardoiTe les loix dn 
mouvement afcenfione^ des machines A&*roflatiques , dont la 
d^coiiverte r&ente occupoit idors toute TEurope, il dina 
avec m. lexell & fa famillej parla de la planette d*Her- 
fchell, & des calculs qni en d^terminent Torbite; peu d«, 
tems apr&, il fit venir fon petit-fils, 3ivec le quel il badi» 
noit en prenant quelques tafles de Th6 , lorfque tout U coup 
la pipe, qtt'il teaoic k la oiain, hii ^chappa, & il cefla 
de calcttler & de vivre« 
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Telle fut la fin d'ua des hommes les plus grands & 
Its plus extraordioaires que la nature ait jamais produits^ 
dout le g^nie fut ^galement capable des plus grands ^ffbrts 
& du travail le plus continu, qui multiplia fes produ6tions 
au dela de ce qu'on eut o{6 attendre des forces humaines & 
qui cependant fiit original dans chacune, dont la t^te fiit 
toujours occup^e & V ame toujours calme ^ & qui ^ par une 
deftin^e malheureuiement trop rare, r^unit & m^rita de 
r^unir un bonheur presque iaus nuage h une gloire qui ne 
fut jamais conteft^e. 

Sa mort a 6ti regard^e comme une perte pubiique, 
m^me dans le pays qu*il habitoit. L^Acad^mlte de Peters* * 
bourg a port^ folemnellement fon deuil & lui a d^rn^ k 
fes irais un bufie de marbre, qui^oit itre plac^ dans (es 
(alles d'aflembMe. Elle lui avoit deja rendu pendant ia vie 
un honneur plus Hnguiier peut-etre. Dans un tableau all^go* 
rique^ la figure de la G^om^trie s'apuie fur une planche 
charg^e de calculs; & ce font les formules de fa nouvelk 
Th^rie de la lunO) que FAcad^mie a ordonn^ d'y infcriret 
Ainfi un Pays qu'au commencement de ce fiecle, nous re« 
gardions encore comme barbare, apprend aux nations les plus 
&:lair^es de TEurope ^ honnorer la vie des grands hommes 
& leur m^moire r^cente. II donne k ces nations un exemple 
9ie plufieurs d'entre elles auroient \i rougir peut-^tre^ de 
B^avoir s^a oi pr^venir, ni m^me imiter. 
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}uid ftt Calculus Differemialis y atque in genere 
Analyfis infinitorum ^ iis qui nulla adbuc eius C(h 
gnitiane funt imbuti , vin explicari potefi : neqUe 
bic y uti in aliis difciplinis fieri folet , exardium tra&ationis 
a definitione commode fumere licet . Nbn quod buius calculi 
nulla plane detur definitio ; fed quoniam ad eam inteUigen' 
dam eiufmodi opus eft notionibus y non fdum in vita communi\ 
verum etiam in ipfa Anal^ft finitorum minus ufitatis , quae 
demum in Calculi Differcntialis pertraSlatione evolvi atquc 
explicari folent : quo fit y ut eius definitio non ante percipi 
queat y quam eius principia iam fatis dilucide fuerint per^ 
fpeBa. Prtmum igitur bic calculus circa quantitates variabi^ 
les verfatur : etft enim omnis quantitas fua natura in infini^ 
tum augeti & diminui pQtcft ; tamen dum calculus ad cer^ 
tum quoddam inftitutum dirigitur y aliae quantitates conftan^ 
ter eandem magnitudinem retinere concipiuntur y aliae vero 
per omnes gradus auSiionis ac diminutionis variari: ad quam 
diftinHioncm notandam illae quantitates conftantes y bae vero 
variabUes vocari folcnt ; ita ut boc difcrimen non tam in 
rei natura y quam in quaeftionis y ad quam calculus refertur , 
indole ftt pofttum. ^uoniam baec differentia inter quantitates 
conftantes (53* variabiles exemplo maxime illuftraffitur y conftde^ 
remus ia3um globi ex tormento bellico vi pulveris pyrii ex:- 
ploft ; ftquidem boc exemplum ad rem dilucidandam imprimis 
ido7ieum videtur . Plures igitur bic occurrunt quantitatcs y 
quarum ratio in ifta inveftigatione eft babenda : primo fcili'' 
cet quantitas pulveris pyrii ; tum elevatio tormenti fupra 
borizontem ; tertio longitudo ia&us fuper plano borizontali ; 
quarto tempus , quo globus explofus in aere verfatur : ac nif% 
experimenta eodem tormento inftituantur , infuper eius longitudo 
cum pondere globi in computum trabi deberet . Verum bic a 
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varictatc tcrmemi & glohi ammum remweamus^ ne $n quae^ 
ftiones nimium implicatas incidamus . ^odft ergo fervata per^ 
petuo eadem pulveris p/rii quantitate ^ elevatio tormenti con» 
tinuo immutetury ia3ufque longitudo ,cum tempofre tranfuus 
globi per aerem requiratur ; in bac quaeftione copia pulveris 
Jeu vis impulfus erit quamitas conftans ^ elevatio autem tar- 
menti cum longitudine iaSius eiufque duratione ad quantitates 
variabiles referri debebunt ; f% quidem pro omnibus elevationis 
gradibus bas res definire vetimuSy ut inde innotefcat ^ quan^ 
tae mutationes in longitudine ac duratione iaStus ab omnibus 
elevationis variationibus oriantur. JHia autem erit quaeftio ^ 
f% fervata eadem tormenti etevatione , quantitas putveris pyrH 
eontinuo mutetur^ & mutationeSy quae inde in iadum redun* 
danty definiri debeant: bic enim Hevatio tormenti erit quan^ 
titas cofftans y contra vero quantitas pulveris pyrii , CT longi* 
^ tudo ac duratio iadus quantitates variabites. Sic igitur patety 
quomodo mutato quaeftionis ftatu eadem quamitas modo inier 
conftantes , modo inter variabites numerari queat : Jimut au-^ 
tem binc imettigitur y ad quod in boc negotio maxime eft at- 
tendendum y quomodo quamitates variabiles atiae ab aliis ita 
pendeant y ut mutata una reliquae necejfario immutationes 
recipiant. Priori fciticet cafuy quo quantitas pulveris pyrii 
eadem manebat y mutata tormemi etevatione etiam tongitudo 
Cy duratio iaffus mutamur ; funtque ergp longitudo (y dura^ 
tio ia&us quamitates variabites pendemes ab etevatione tor- 
memi y bacque mutata Jinwt certas quafdam mutationes patieth 
tes : pofteriori vero cafu pendent a quantitate putveris pyrii y 
cuius mutatio in iltis certas mutationes prpducere debet . 
^ae autem quamitates boc modo ab atiis pendent y ut bis 
mutatis etiam ipfae mutationes fubeant , eae barum funBio- 
nes appettari fotent ; quae denominatio fatijjime patet y atque 
omnes modos y quibus una quantitas per alias determinari 
poteft y in fe compteElitur . 5*/ igitur x denotet quantitatem 
variabitem , omnes quantitates y quae utcunque ab x pendemy 
feu per eam determi?iamur y eius funBiones vocamur ; cuiuf- 
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mo3$ fum quadtatum* eius xx , aliaeve petemiae qmaecump$et 
nec ?don quarititMe^ eu. bis utcunque campofttae ; quin etian^ 
tranfcendentcs ^ & in genere quaecunque ita- ab x pendcnt ^ . 
ut duSla , vel diminuta x iffae mutatienes recipiam . Hinc^ , 
iam nafcitur quaeftio , qua /juaeritur , fi^ qwmtitas x dat4 
quantitate five augeatur five diminuatur^ quantum inde quae^ 
vis eius funSiones- immutentury feu- quamum itfcremcmum dcr 
crementumve acci^iant . Cafibus quidem^ fimplicioribus baee 
ifuaeftio facile rcfolvitur: fv enim^ quamitas x augeatur quanr 
titate a> y eius^ quadratum^ xx bim- incrementum capiet 
zxoi^-h^^; f^que incrememum^ ipfius x fe babebit ad imre^ 
mentum ipfius xx ,. n^ q W 2X0) ^ c*»^ boc eft^y ut i ad 2X + O) ; 
fimHique modo in aliis cafibus ratio incrementi ipfius x ad 
incrementum' y vel decrememum-y quod quaevis eius fun^io 
inde adipifcitur y confiderarp folet . Eft vero-inveftigatio ratio^ 
nis buiufmodf^ incrememorum^ ipfa nonrfolum maximi momenr 
ti y fed ei etiam univerfa Analyfis infinitorum^ innititur. 
^uod quQ clarius appareat y fumamus euemplumfupetius quor 
drati xx y cuius incrememum- 2X0) -f~ coo) , . quod capit y dum 
ipfa quantitas jl incremento o) augetur^ vidimus ad boc ratio* 
nem tenercy ut ixr^-co ad i ; unde pcrfpicuum efty quo mi^ 
nus fumatur incrementum o), eo propius iftam- r^tionem acce^- 
dere, ad rationem zx ad i ; neque tamen ame prorfus in 
banc rationem abit y quam incrememum> illud c^plane eva^ 
nefcat . Hinc imelfigin^s y.fi ^fuamitatis variabiUs x. incte- 
memum o) in nibilum abeat y tum etiam quadrati eius xx 
incrememum inde oriundum quidem evanefcere y. verumtamen 
ad id rationem tenere ut * %x ad' i ; & quod bic de quadts^ 
to eft di£ium y de omnibus aliis funSHonibus ipftus x eft imel- 
ligendum *y quippe quarum incremema evanefcemia y quae 
capiunt y dum ipfa quamitas x incrementum evanefcens fumit 
ad boc ipfum certam (y affignabilem rationem tenebum. At- 
que boc modo fumus deduSli ad definitionem calculi Hifkttckf 
tiaiis^ qui eft methodos determinandi rationem incremento-^ 
lum evaoeiceatiam ^^ quae fiin£liones quaecunque accipiuot^ 

h dum 
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diim Guantitati vartabili ^ cqhis fiint fiindiones ^ incremeQtam 
cvanefceos tribttitur : tacque defimtiima veram indoiem calculi 
diffcremiaUs c^mineri ^ afque adea ^mbau^iri^ iis ^ qui in boc 
genete non funt bofpites ^ facHe erie nerfpicuum . 'Catculux 
igitur dijfer^ntialis* nm tam in his iffis^ incrememis evane^ 
fcemihus^ ^ipfe quae fum nulla^ euquirendis y quam in eo^ 
tum ratione^ ac prnportione mutua fcrutanda occupatur: (^ 
tum bae rationes fimtis quantitatibus ^euprimamur , etiam bic 
^ealculus eitcs quamipaees finieas verfari eji cenfendus. ^am^ 
nmi^m p^aecepta^ ut$ vulgo tradi fdem^ ad ijia incremcn^ 
ta evanefcemia dcfinienda videamur accommodata ; nunquam 
tamen^ en iis abfolute fpeSlatis , fed potius femper ex eorum 
ratione conclufiones deducuntur. Simiti vero modo catcuti inte* 
gratis ratio efi comparata^ qur conveniemijfime ita definitur ^ 
ut dicatur ejfe methodus ex cognita ratione incrementoruni 
«vsmeicentium ipfas illas fun£liones, quarum funt incremenca, 
invehiendi. J^wo amem facitius bae rationes cottigi y atque in 
eatcuto repraejentari pojfimy baec ipfa incremema evanefccn* 
tia , etiamft fint nulta ^ tamen certis fignis denotari folent ; 
quibus adhibitis nibit obfiat ^ quo minus iis certa nomina 
imponantur . Vocantur Jtaque differentialia ^ quae cum quami- 
tate defiituantur^ infinite parva quoque dicuntwr ; quae igitur 
fua natura ita funt imerpretanda , ut omnino nutta feu nibito 
aequatia reputentwr . Ita fi quamitati x incrementum tribua- 
tur ci, w abeat in xHh<s>> ^i^ quadratum xx ahibit in 
xx4*i5^<j«5 + (i)Gi , ideoqud incrementum capit 2x6) + <»6*; quare 
incrementum ipftus x , quod efi o^ ^ fe babebit ad incrc^ 
'tnentum quadrati y quod &fi 2XO>^+0}0> , uti l ad 2xHhG); 
quae ratio dbit ih i ad 2X ^ ti$m demum^ cum co evanefcit. 
Fiat ipjtur Girro^ O' ratio ijhrum incrementorum evane- 
ftentium , quae fotd in calcuth differentiati fpedatur , utique 
tfi ut i ad zx; neque vicijfim baec ratio veritati ejfet con^ 
femane/fy nifi revera iltud incrememum c» evanefceret ^ peni^ 
' tuCque nibHo fieret aequate . ^uodfi ergo boc nibitum per co 
endkatam • referat incrementum quaniitatis x , quia ^hoc fc 
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Met si^ imfimmum quadt^i "^ ta i ad JXy^erif ^ui-- 
drafi tX imrms^um =: ixo) , Hkoqme tti^m nibilo ae^fkaU; 
w$de Jimul. eon/iiii ^ifmHMathnem Hnm: mcrementeirum , tu» 
ehftate y qmminus eflttm tmo^ quae ^' ut: i^ .ud.tX^ft ^* 
termin^ta.. ^Mdmbih$m iam hic hHeea.^^t^iAihetmr^ id M 
Cidculd diffftcntiali i fuia utJncrememum^ fmtnt^t^ K JJM^ 
^atur y ftgfte dx-. repr^Mfentari y .eiufijme, ^iffepentiaU vacnei f^- 
Ut; fofitoque dx lacoG^ ^ ipfitn xx differentiM etit, ixdx » SimHi 
medo ^endituT fore -eubi x^ J^€ret$tfaie :s::^nxdKy , & inge^ 
nere cuiufque dignitatii x^ differentiale fere csax4-^dx. jAim> 
ewMue autem' aliae fftnSHmtes ipfms x propwantnryin.CMCuk 
differentiaH rsgtdae tr^Hiumut eomm.diffcremialia imtemefidi^ 
verum^ ferpetMttnevdun^efty tum- baec differentudiaabfo^ 
lute firit nihildy eu 'Htniinl^aHud cfnoludi ^ ni^itoi^um rdtia^- 
ncs mutuas ^ qnar^ utique . ad * quant^atei finttm * redncMntnr a . 
Cum autem. boc modoy qui joIhs cft^ ratiMs.tmtfemanem ^, 
principia Calculi diffcrentialis ftabUitintm y emnet obereSatie^; 
nes ; quae contra bunc calculum proferri fimt folitaa y fpmsea^ 
corruunt ; quae tamen^fummam vim retinerent y^fi diffemntut^- 
lia feu infinite parvd non plane annibilarentur^. • Piuribm aU" 
temy qui Calcull differentialis ptaecepta tmdidere.y wfum: 
eft diff-erevtialta a nihilo abfoluto feeernere y pecniimemqnc \ 
ordinem ^quantitatum infinite parvarum y, quaej nmt^ penitm 
evanefcant y fed quamitatemr quandam y quae quidemtjeffer 
omni affignabili nunoTy retineanty. conftituere : bit^igiiur iurc' 
nfi obieSum y rigorem geomctricum^ ^&^i&i\ ^ tomlufyoms 
snde dedu£las y propterea \quod buiufmodi infinite pnrvar m*- 
giigerentur y merito effe fufpeSlds : quamumvit emm emigtm^ 
Maec inftnitae parva^ coneipiamury tamen ttQn fdtnn finguHt y 
fed etiam pluribus atque adeo imtumerabilibm fmtd reiicien^ 
dis y errorem tandem inde ettormem reftdtare poffc . ^kam 
obie&ionem perperam ciufmodi euemplis y qttibm pcr calculttm 
differcntialem eaedem conclnfioms ac per Gcametriam demcn-^ 
tarsm eliciuntur y inffingerc conantm : ndm\ft ca infit^cfar^ 
^^f 9¥d^ i» calcuU negliguntury mn futtt nibUy ittdc. necef^ 
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/ario error , i/que eo maior j qno magis ea toacervamur , re- 
/Mltare ^ebet ; boeque /% minns eveniaf y id potiut vifio caU 
cuiiy quo nonnuf$quam errores per alios errores campenfantur j 
fffet tribuendum , quam ip/e calcuius ab erroris fufpicione 
Uberaretur. ^uodfi autem nullo novo errore buiu/modi com- 
fen/atio fiat y talibus euemplis Juculcnter iJ ipfum^ quod vo^ 
/o y evincitur ^ ea quae fuerint negleBa , omnmo & ab/olute 
fro nibilo ejfe babinda ; neque injmite parva ^ quae in caicu- 
h differentialitraHantur j a nibilo ab/olufo di/crepkre . Minime 
etiam .negptium eonficitur ^ quando a nonnullis infinite paroa 
ita de/cribuntur ^ut inftar pulvifculorum re/pcHu vafti montis 
vei etiam totius gtobi terrefiris fpefhari debeant : etfi enim 
qui magnhudinem totius giobi tefrefiris caicuio determinare 
/u/ceperit y ei error nm unius /ed plurium miUium pidvifculo^ 
rum /acile condonari /oieat ; tamen rigor geometricus etiam a 
iantUio errore abborret , nimifque gravis effet bacc obieBio , 
fi uliam vim retineret . Deinde etiam difficiie di3u efi^ 
)qmd iucri inde /perent^ qui infinite parva a nibilo difiingui 
wiunt: metuunt autemy ne^ fi plane evane/eant^ ctiam com* 
paratio eorum , ad quam totum negotium perduci /entiunt y 
toUatur: quomodo enim ab/oitite nibiia inter /e compnrari que* 
/mtj^nulU modo coneipi po/fe profitentur . Neveffe ergo putant 
Us aiiquam magnitudinem relihquere y quo babeant aiiquid ^ 
in quo comparationem infiituant : banc tamen mcgnitudinem 
eam parvam admittere coguntur^ ut quafi effet nuiia ^ /peSari 
at /me irrore in caicuio negHgi pojfit . Neque tamen certam 
ac definitam ipfi magnitudinem ^ iicet incomprebenfibiiiter p^* 
vam , aj^gnare audeirt ; /emper emm fi eam bis terve mino- 
rem a/jumerent ^ eodem modo comparatienes /e effent bdbitu- 
rae. Eu quo per/picuum eft^ nibii phnt ip/ani ma^itudinem 
ad comparationem infiituendam con/erre ^ bancque ddeo non 
toiii y etiamfi iiia magnitudo penitus tvane/cat ." Eu diBis 
autem /upra mani/efium efiy eum comparationem ^ quae in 
edculodifferentiati /peSlatur ^ rie iocun/i quidem babei-e y nifi 
iiia incrementa pror/us evane/cam : inc¥emenium enim quan- 
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titatis X) qnci in geneve indicavimus per o^ ad incremen- 
tum»quadrati XX ^ qudd eji zxc:^ ^ OM ^ ratitmem Baiet ut i ad 
2X+Ci); quae femper differt a ratime i ad zXy nift ftt Gis=^ ; 
at f% Jiatuamus eye a>=:o, tum demum vere affirmare poffi^ 
mus ; Aanc rationem fieri exa^e ut i ad 2X. Interim tamen 
perfpicitury qu0 .minus illud incrementum (O accipiatur ^ ee 
propius ad banc ^ationem accedi ; unde non folum licet , fed 
etiam naturae rei convenit y baec incrementa primum ut fini- 
ta conftderare , atque etiam in figurts , ft quibus opus eft ad 
. rem iUuftrandam ^ finite repraefentare ; deinde vero baec in- 
crementa cogitatione continuo minora fieri concipiantur , ftcque 
eorum ratio continuo magis ad certum quendam limitem ap* 
propinquart reperietur y quem autem tum demum attingant \ 
fum plane in nibilum abierint. Hic autem limes ^ qui quaft 
rationem ultimam incrementorum illorum conftituit , verum eft 
obie£ium Calculi differentialis ; cuius igitur prima fundamenta 
is ieciffe exiftimandus eft ^ tui primum in mentem venity bas 
rationes ultimaSy ad quas quantitatum variabilium incrementa 
dum continuo magis diminuuntur^ appropinquant ^ & cum eva^ 
nefcunt , tum demum attingunt , contemplari . Huius autem 
fpeculationis veftigia deprebendimus apud antiquijflmos AuSto^ 
res y quibus idcirco idea quaedam levifque cognitio Analyfts 
infinitorum abiudicari nequit • PauUatim deinde baec fcientia 
maiora accepit incrementa , neque fubito ad id faftigium ^ $n 
quo nunc cernitur^ eft eveda ; etiamft quidem in ea multo 
plura adhuc ftnt occulta^ quam in lucem protrada. Cum enim 
Cakulus differentialis ad omnis generis fun&iones , titcunque 
fint compofitae , extendatur y non repente metbodus innotuit , 
omnium plane funHionum incrementa evanefcentia inter fe 
comparandi ; fedfenfim baec inventio ad funSiiones continuo 
magis complicatas procejpt . ^od fcilicet ad fun^imes ratio- 
nales attinet y ratio ultima^ quam earum incremcnta evane^ 
fcentia inter fe tenent , multo ante NEUTONI ac leibNIZIi 
tempora ajfignari potuit ; ita ut Calculus differentialis , quate- 
nus ad folas fun^iones rationales appiicatur , diu anre baec tem- 

pora 
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fora inventus fif cenfendus . Tum vero nullum eft Jubsum y 
quin NEUTONO eam calculi differemialis partem ^ quae circa 
funSHones irrationales verfatur , acceptam referre debeamus ; 
^d quam inftgni fuo Tbeoremate de evolutione generali pote- 
ftatum hinomii feliciter eft deduSus^ quo emmio invento limi^ 
tes calcufi differentialis iam mirifice erant amplificati. LEIB* 
NIZIO autem non minusfumus obftriSi^ quod hunc calculum^ an^ 
tebac tantum velut fingulare artificium fpe^atum , in formam 
difciplinae redegerit y eiufque praecepta tanquam in fydemjf 
coilegerit y ac dilucide euplicaverit . Hinc enim mauima fubfu 
dia fuggerebantur y ad bunc calculum uiterius excolendum y (Sf 
eay quae adbuc defiderabantur y eu certis principiii elicienda. 
Mou igitur ftudio cum ipfius LEIBNIZII , tum BERNOUILLIO- 
HUM ad boc ab eo incitatorumy fines CdcuU differentialis 
etiam ad funSiiones tranfcendentes y quae pars adbuc fuetat 
incuita y funt promoti y tum vero etiam folidijfima fundamen^ 
ta Caicuii integraiis cofftituta ; quibus infiftentes y qui deim 
ceps in boc genere eiaborarunt , continuo maiora incrementa 
addiderunt • NEUTONUS vero etiam ampiijfima dederat fpeci^ 
mina Caicuii integraiis y cuius prima inventio y cum a 
prima origine caicuii differentiaiis vin feparari queat , 
non ita abfoiute conftitui poteft ; (D" quoniam mauima 
eius pars adbuc excoienda reftat y bic caiculus ne nune 
quidem pro abfoiute invento baberi poteft ; fed potiusquan» 
tum cuique pro viribus ad eius per/e£iionem conferre con* 
tigerit y id grata mente agnofcere debemus. Atque baec de 
giqria inventioiiis buius caicuii tenenda effe iudico y de qua 
quidem antebac tantopere eft difceptatum . ^uod autem ad 
varia nomina y quae ifti calcuio a diverfarum nationum Ma» 
tbematicis imponi foient y attiftet y ea omnia buc redeunt y ut 
cum data bic definitione egregte confentiartt : five enim in^ 
crementa iiia evanefcentia y quorum ratio confideratur y diffc" 
rentiaiia vocentur y five fluxiones y ea femper nibilo aequaiia 
funt intelligenda ; in quo vtra notio infinite parvorum confti^ 
tui debet . Hinc vero etiam omnia y quae de Jifferentialibus 

fecun- 
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fecundi & ahkrum ordinum curiofc magis quam utiliter 
funt difputata ^ tcddcntur planiffima , cum cmnia per fc ae^ 
quc cvunefcant ncquc ca unquam pcr fc y fcd potius carum 
rciatio mutua fpeSari ' folcat . Cum cnim ratio , quam dua^ 
rum funBionum incrcmcnta cuancfccntia tencnt y iterum pcr 
funSisoncm quandam cxprimatur y fi & Huius funSionis incrc^ 
mcntum cvancfccns cum aliis confcratur^ rcs ad dijfcrcntialia 
fecunda rcfcrri cji ccnfcnda ; ftcquc porro progrcjfto ad diffc^ 
rcntialia altiorum graduum intcUigi . dcbet , ita ut fempcr 
quantitatcs finitac rcvera ansmo obverfentur , fignaquc d^c^ 
rcntialium tantum ad eas commode repraefentandas adbibem* 
tur • Primo quidcm intuitu ifia Analyfis infinitorum dcfcriptio 
plerifquc levis ac nimis /ierilis videtur ^ etfi fpccies illa ar^ 
cana infinitc parvorum rc baud plus polliceatur : vcrum fi 
rationcs , quac inter incrcmenta cvanefccntia funEtionum qua^ 
rumvis imcrccdunt , probc cognofcamus , haec cognitio faepc^ 
numcro, per fc maximi efi momenti ; tum vero in pUrifquc 
iifquc maximc arduis invefiigationibus ita efi nece^atia ^ ut 
finc cius adminiculo nibil planc inteUigi p^Jfit . Vcluti fi 
quacfiio fit dc mopu globi ck tormento cxplofi , fimulquc ratio 
rcfificntiac acris babcri debcat , quomodo motus per fpatium 
finitum fit futurus ^ nuUo modo fiatim dcfinirc licet , dum 
tam dircSlio femitajBy in qua g^obus incedit ^ quam ipfius c^ 
icritasy a qua refifientia pcndet ^ quovis momento immutatur. 
^uo .mimts autem fpatium y per quod motus fiat y confidcrc-^ 
.mus^y eo minor crit iUa variabilitas ^ coquc facilius ad cogni^ 
tionem ve^^i pcrtingere liccbit ; quodfi autcm iUud fpaiium 
planc cvanefcens rcddamus , qnia iam omnis inacqualitas tam 
in dircBionc viae quam in ccleritatc toUitur ^ cffcHum refu 
ficntiae pcr rcgulas motus^ccuratc definirc ^ motufque mata^ 
tionem punSio temporis produBam ajfignarc licebit • Cognifis 
autem bis mutationibus momentaneis ^ fcu potius cum \pfac 
fint nuUae , carum rclationc mutua , iam plurimum fumus 
lucrati ; atquc calculi intcgralis opus efi y cxindc motum per 
fpatium finitum variatum] concluderc . Minimc autcm neceffc 
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ejfs arbitror ufum Calculi differemialis atque Analyfeot inf- 
niporum in genere pluribus ojiendere ; cum nunc quidem fam 
ftf euploratum y ft vel levij/smam inveftigationem ^ in quam 
motus corporum tam folidorum quam fluidorum ingrediatur , 
accuratius inftituere velimus , id non folum non ftne Analyft 
inflnitorum praeftari pojfe , fed banc ipfam fcientiam faepe 
wmdum fatis excultam ejfe , ut rem penitus enpUcare valea- 
mus . Pcr omnes fciticet Mathefeos partes ufus buius Analy» 
feos fubltmioris ufqut adeo diffunditur y ut omnia y quae ftne 
eius interventu adbuc expedire licuit , pro mhilo propemodum 
ftn$ babenda. 

Conftitui igitur in boc libro univerfum Calculum diffe- 
rentialem eu veris principiis derivare ^ atque ita copiofe per- 
traSiare , ut nibil braetermipterem eonrum , quae quidem ad- 
huc eo pertinentia funt inventa . In duas opus divift partes , 
in quarum priori iaHis calculi differentialis fundamentis me* 
tbodum ep^ofui omnis generis fundiones differentiandi , neque 
tantum differentialia primi ordinis , fed etiam fuperiorum 
ordinum inveniendi ; ftve funBiones unicam variabilem ftve 
duas plurefve involvant • In altera autem parte amplijpmum 
huius calculi ufum in ipfa Analyft flnitorum ac dodrina fe- 
rierum eupofui ; ubi etiam imprimis Tbeoriam manimorum ac 
minimorum dilucide expiicavi . De ufu autem buius calculi in 
Geometria linearum curvurum nihil adhuc affcro , quod eo 
minus deftderabitur ^ cum in aliis operibus haec pars ita co^ 
piofe ftt pertraSata^ ut adeo prima catculi differentialis prin- 
cipia quaft ex Geometria ftnt petita , ad hancque fcicmiam ^ 
cum vix fatis effent evoluta , fumma cura applicata . Hic 
autem omnia ita intra Analyfeos purae limites continentur^ 
ut ne ulla quidem flgura opus fuerit , ad omnia buius calculi 
praecepta explicanda . 



INSTITUTIONUM 

CALCULI DIFFERENTIALIS 

P A R S P R I O R 
CONTINENS 

COMPL.ETAM HUIUS CALCULI 
EXPLICATIONEM 




CAPUT L 

DE niFFEREJVTIIS FIN^ITIS. 




L. 



X iis, quae in Libro fuperiori de quan- 
titatibus variabilibu^ atque fui\6lionibus ^ 
ftmt expofita, perfpicuum eft, pront quantitas variabilis a£hr 
variatur , ita omnes eius funfliones variationem pati .. Sic , ii 
quantitas variabiiis x capiat incrementum a> , ita ut pro x 
rcribatur » 4. 6> , omnes fun6liones ipTius w, cuiuimodi funt 
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Huiufmocli ergo alteratio femper orietur , nili fun£lio^ fpe- 
ciem tantum quantitatis variabilis mentiatur , revera autem 
fit quantitas conflans , veluti sfi : quo cafu talis flin^lio in- 
variata manet, utcunque quantitas u inynutetur. 

2« Quae cum fint fatis expolita ^ propius acc^mus ad 
eas fun6lionum affefliones j quibus univerfa analyfis infinito* 
rum innititur • Sit igitur / funflio quaecunque quantitatis 
variabilis m : pro qua (iicceifive valores in arithmetica pro- 
greifione procedentes fubftituantur, fcilicet: x;jif + c«);x+2a); 
x-f.30); x-f4G); icc ac denotet /« valorem quem fimftio 
/ induit , fi in ea loco x fubflituatur ^+ca ; fimili modo 
fit /" is ipfius / valor , £1 loco x fcribatur ^r^ 2 g) ; parique 
ratione denotent j^"' ; /'^; /^ ; &cx vaiores ipfius/, qui 
emergunt dum ioco « ponuntur x+ j a>; k^ 40); « + 5 ct); &c. 
ita ut ifli diverfi vaiores ipfarum x «& / fequenti modo fibi 
refpondeant: 

K ; M ^ 0) ; M 4. 20) ; iw + 3<» ; «^ «f 4<o ; « -f 5o> ; &c, 

^j^I j^II j^III j^IV ;^V ; &C. 

3« Quemadmodum feries arithmetica x ; x ^ o ;jc + 20; 
&C. in infinitum continuari potefl ; ita feries ex fun£lione / 
orta y \ ^^ J /" J '^^ quoque in infinitimi progredietur, 
eiusque natura pendebit ab indole fun^ionis /. Sic , fi fuerit 
f zzjc ; vel / = tf * + ^ ; feries y;f^ i /^S ^^ quoque erit 

aritlimctica ^ ^ iiicrit / =;; ^ "^, , feries prodibit harmoni- 

ca : ii autem <it y-zia^ ^ habebitur feries geonftetrica . Ne- 
quc ijjla excogitari potcfl feries , quae non hoc nK>do ex 
certa fimffiond ipfius x oriri qucat ; vocari autem folet hu- 
iofmodi iimflio^ ipfius n^ ratione feriei ^ quae ex illa oritur, 
eius TERMINUS GENERALIS ; quare cun^ omnis feries 
perta; tege fdrmata; l^abeat terminum geaeraiem, ea viciffmi 
ex certa vipfijis x fofi6lione oritur , .uti in do^lriiia de ferie- 
bAs iii{iu$ explicari £)let. 

4- 
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4, Hic autem potiflimum ad diflTerentias ^ ouibus termi- 
iii feriei y ^ y^ > /'^^ /"' ^ ^^ "^^^ ^^ difcrepant ^ at- 
tendimus; quas ut ad differentialium naturam accomodemus^ 
fequentibus fignis indicemus^ ut fit 

^i — / = A/; ^"— j/x^A/S ^iu — ,^it=::A/" ; &c% 
Exprimet ergo A^ incrementum , quod fun£lie ^ capit , ii 
in ea loco n ponatur m.+ ^^ > denotante cd numerum quem- 
cunque pro lubitu aifumtum • In do£b*ina ^uidem ferierum 
fumi folet o) rz i ; verum hic ad noftrum inftitutum expe- 
<lit, valore generali uti ^ qui pro arbitrio aueeri diminuive 
^ueat. Vocari quoque folet hoc incrementum A/ fiin£^ionis 
y eius DIFFERENTIA ^ qua fequen» valor y^ primum / 
fuperat) atque perpetuo t^n^m incjrementum CQofideratur ; 
etiamfi laepius re vera decrementum exhibeat , id quod ex 
«ius valore negativo agnofcimr. 

5. Quoniam /" oritur ex ^ , fi loco x fcribatur 
ic ^ 2G> ; manifeflum efl eaudem quantitatem efle orituram 
fii primum pro ^ ponatur ^ + <«> > tumque denuo « -f* <^ loco 
H ihituatur • Hinc /" orietur ex /' ^ fi in hoc loco 
m fcribatur ^ + ca ; eritque ideo A/i incremratum ipfius y^ 
quod capit pbfito i^+oo loco x\ ficque ^y^ vocatur fi- 
mili modo Dijferenfia ipfius y^ . Pari ratione porro erit 
A/ii differentia ipfius /<< , feu eius incrementum , quod 
accipit) fi loco m ponatur x+o); atqoe A^i>i erit diiTeren- 
tia, feu incrementum ipfius /"^ & ita porro. Hoc pa£lo 
ex ferie valorum ipfius / , qui funt y;y^ >/">/"*> &^ 
obtinebitur feries difierentiarum Ay; Ay^ ; Ay^^ ; &c»quae 
iaveniuntur, fi quiiibet terminus illius feriei a fequent^ fub- 
crahatur. 

6. Inventa ferie difTerentiarum , fi ex ea denuo differen- 
tiae capiantur, quamlibet; 9 fequente fubtrahendo, orientur 
difierentiae ^ifierentiarum y quae vocantur Differemiae: femn^ 
dae ; hocque modo per cha»6lsres coavaueoiiidme repraefen- 
^antm* , ut fignificet : 
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AA/ =:A^i — A^ 
AA^i cA^ii — A^i 
A Ay'» =A^iii — Ajfix 
^^yiii — Av^v — Ay^x' 

Vocatar itaque A Ajf differentia fecunda ipfius ^; A A^t dif-- 
ferentia fecunda ipfius jf^ , & ita porro . Simiii autem modo 
ex differentiis fecundis , (i denuo earum differentiae ca- 
piantur, prodibunt differentiae tertiae hoc modo fcribendae 
A^>; A^/i ; &c. hincque porro difFerentiae quartae A*jf; 
A^ y^ ; &c« ficque ultra quoulque libuerit • 

7. Repraefentemus fingulas has differentiarum feries ita' 
in fcJiemate^ quo earum nexus £u:iliu$ in oculos incidat: 

PROGRESSIO ARITHMETICA . 

#; ;i+4); j«+2(»; 4^ + 30); X + 4C0; «»+SG>; &Ci: 

VALORES FUNCTIpNIS. 









;j,» ;yXll jj,lV j^T. 

DIFFERENTIAE PRIMAE 


; &c; 

&C 


DIFF. 


II. 


AA> 


' ; AA)fi 


t ; AA^fii ; AA)^! 


> 


&c. 


DIFF. 


IIX. 




tfy ; 


A>y> • A'yxi • 


&c. 




DIFF. 


IV. 




■A*f 


; A4^i ; &c. 






DIFF. 


V. 






A«y ; &c 

&c 







aoaram quaelibet ex praecedente oritur , quofque 'terminos a 
iequentibus fubtraheDdo . Quacunque ergo flin6lione ipfius x 
loco y fubftituta , quoniam valores y^ »7") J^?" > &c. per 

no- 
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notas compofitioaes facile formantur ^ iex iis (Ine labore fin- 
gulae difrerentiarum feries invenientur. 

8. Ponamus eflfe y zzz x ] eritque /' r= «' =: x + g) ; 
j>/"=:«" =^4. 20): & ita porro. Unde difFerentiis fumen- 
dis erit Axrro); J^x^ =0); Ajipii=:g); &c ideo^ue omnes 
ditferentiae primae ipfius x erunt conftanies, ac promde diffe- 
rentiae fecundae omnes evanefcent; pariterque differentiae ter- 
tiae, & fequentium ordinum omnes. Cum igitur fitAjvrzG), 
ob analogiam loco iitterae 00 ifte chara6ler A:c commode ad- 
liibebitur • Quantitatis ergo variabilis x y cuius valores fuccef- 
iwixy x< , «u^ ^m, &c. arithmeticam progreffioaem con- 
ftituere affumuntur, differentiae Ax, Ax« , Ax", &c. erunt 
confbntes atque inter ie aequales ; ac propterea erit AA«=:o^ 
A3 9r = o ^ A^— o, ficque porro 

p. Pro valoribus ipfius.*, qui ipfi fiicceffive tribuun- 
tur, progreffionem arithmeticam hic aflumfimus, ita ut ho- 
rum valorum differentiae primae fint conftantes, fecundae ac 
reliquae omnes evanefcant. Quod etfi ab arbitrio noftro pen- 
det y cum aiiam quamcunque progreffionem ^ aeque adhibere 
potuiffemus; tamen progreffio arithmetica prae reliquis omni-. 
bus commodiftlme uiurpari /blet, cam quod fit fimpliciffmia* 
atque intelieftu facillima, tum vero maxime, quod ad om* 
nes omnino valores, quos quidem x induere poteft, pateat. 
Tribuendo enim ipfi o) valores tam negativos qiiam affirmati- 
vos, in hac ferie valorum ipfius sc omnes omnino continen- 
tur quantitates reales, quae in locum ipfius x fubftitui pof^ 
funt : contra autem fi feriem geometricam elegiffemus , ad 
ralores negativos nullus aditns patuiffet. Hanc ob caufam va- 
riabilitas funftionum / ex vaioribus ipfius x progreffionem 
arithmeticam conftituentibus aptiffime dimdicatur. 

10. Uti eft A^rz^x — ^/, ita differentiae ulteriores 
mo^ue ex terminis prijmae feriei /, /' >/">/'"> ^^ ^* 
tonin poffiint* 

Cum 
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Cum enim fit A;^' ==/" — ^i 
crit 

& 
A A^i -—^iii^ 2>r" +/« 
ideoque 

A* / — A A/I — A A^ZZylll — jj^U + ^yX ^y 

fimiii modo erit 
A* y^y^"^ — 4j^"i +tf;f"~4/i +y 

& 
A* yr^zy^ — S/"+ioy"' — 10;^" + 5/1 — / 

quarum formularum coefficientes numerici eandem legem te*- 
nent) quae in poteftatibus Binomii obfervatur. Quemadmo- 
dum ergo differentia prima ex duobus terminis feriei y\y^\ 
^ii • yiii ; &c« determinatur , ita difTerentia /ecunda determi- 
natur ex tribus, tertia ex quatuor^ & ita de ceteris. Cogni- 
tis autem diiferentiis cuiufque ordinis ipfius y , fimili modo 
difTerentiae omnium ordinum ipfius y^ \ y^^ \ &c definientur* 
j I. Propofita ei^ quacunque Fun£lione y fingulae eius 
difTerentiae 9 tam prima^ quam iequentes, quae quidem diffe- 
rentiae o) , qua valores ipfius x progrediuntur , refpondent , 
poterunt inveniri^ Neque.vero ad noc opus efl^ ut leries va< 
iorum ipfius ^ ulterius continuetur; quemadmodum enim dif- 
ferentia prima Aj^ reperitur, fi in y ioco x fcribatur « + ^9 
atque a vaiore orto y^ ipfa fun6lio y fubtrahatur ; ita 
difierentia fecunda AA^r obtinebitur fi in differentia prima 
t^y loco « ponatur «+^> ut oriatur A^^ , atque Ay a 
Aj^i fubtrahatur. Simili modo fi difiTerentiaefecundae AAy ca* 

}>iatur difrerentia, eam fubtrahendo a vaiore, quem induit^ 
i loco n ponatur ^ + co , proveniet difFerentia tertia A' y ; 
hincque porro eodem modo difierentia quarta A^ v , &Ct 
Dummodo ergo quis noverit differentiam primam cuiufque fun* 
Aionis invefligare , fimui poterit difierentiam fecundam, ter* 

tiam« 
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tiam, omaeique iequentes invenire^ propterea quod diiferen- 
tia fecunda ipfius y nil aliud eft, nifi diiferentia prinaa ipfius 
Ay; & -dinerentia tertia ipfius y nil aliud, niu difierentia 
prmia ipfius ^£^y\ ficque porro de reliquis* 

12. Si fun^ro y fuent ex duabus piuribufve partibus 
compofita , ut fi^t ^ = /> + y + r + &c. ; tum quia eft 
y^ =/)i +^' +^' + &c. , erit differentia ^y z=: Ap 
^A^ + Ar + &c. , fimilique modo porro AAy =:AAp 
+ AA^ + AAr+ &c , uode inVtentio differentiarum , fi 
fun6tio propofita ex partibus fuerit compofita, non parum 
facilior redditur. Quod fi vero iun6lio y fuerit produftum ex 
duabus fiinftionibus p Sc q^ nempe ys:P^y quia erit y^ == 
/)»^i , & pi ^p-hAp^y atque^i zrg^ + A^, fiet p^q^ = 
pq + /^A.^ + ^A^ +A/1 A^ , :hincque Ay=pAq 
-^qAp-^-ApAq. Unde , fi fit p ^antitas conftans =: a , 
ob A 4r z= o ; crit funflroniy yzziaa^ differentia prima. Ay = 
aAqy fimiiique modo difterentia. kcunda AA^ r= a AA q , 
tertia A^ ^^ z= ^i A^ ^ , & ita porro • 

13. Quoniam omnis fun6tio rationalis integra eft ag- 
gregatum ex aliquot poteftatibus ipfiiis x^ omnes differentias 
fun£tionum rationalium integrarum inxnenire poterimus , fi 
differentias poteftatum tantum exhibere noverimus.Hancobrem 
finguiarum poteftatum quantitatis >ariabilis ^ differentias in- 
veftigetnus in fequentibus exemplis» 

Cum autcm fit xP = 1 ^ erit A ^ = o ; propterea quod 
9p non variatur^ etiamfi x abeat in « + 6>. . 

Tum vero vidimus effe Ax = a>; .& AA-^sO, fi- 
mulque differentiae fequentium ordinum evaneTcunt « Quae cum 
fint manifefta a Poteiiate fecunda incipiamus: 

EXEMPLUM I. 

InvenWe differemias omnium aydinum petejiatis x^ . 
Cum hic fit^=:«f* , erit y» = (« + 0i>)^ , ideoque 
Ajr=:2 ca^ + cDO) .; quae eft diiterentia pruna. lam ob 6) 

B ' quan- 
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ouantitatem confiantem, erit AZi^cs2(Dn> A. A^ytsxo; 
A*jfc=o; &c 

EXEMPLUM IL 

hrucnirc differentlas omnmm crdinum bcfefta$h x' « 
Ponatur j^ = *' ; & ^ cum fit y^^ (x + a))' ^ 

crit 
A jf = 3 (i>,* K + 3 <»• jf + w' 
quae eft dififerentia prima. Deinde ob 

A« xx=:2 ON-f coiii 
erit 
A« 3 a);vxG=da>ca«+ 3 o)^ 
& 
A. 3G)*«r=: ja)3; & A. a)is=o-. 
quibus collefHs erit 
AAy:=6 (o^x + tf 0)^ : atque A^y =s tf 0)^ :: 
Difierentiae v^o fe^entes evaneiicenu 

EXEMPLUM IIL 

Invenire differentias omnium ordinum poteliatis x*^ 
Pofitoj^ss^; ob ^»=(* + G))* 

^rit 
AjfZ=4 6i)jeS + 5a)-x*+ 4a)^x + G)* ; 
quae eft difFerentia prima- Tum ex praecedentibus eft: 

A . 4 0) X3 s 12 O* ^» + 1.2 0)5 « + 4 0)* 

A. ^0)*«*=: . • . I2a)'* + d(»* 

A« 4 0)3;!^ = +4©* 

A « i04 ^ ^ ^ ^ , . ^ . o 
His coUigendis erit difTerentia fccunda: 

AAy:=z 12 0)'^»+ 240)»^+ 140)* : 
Quia deinde porro eft : 

A. 12 a)'if*=3 24a)5«+ 12 0)4 
A« 240)'«= . • • 240)^ 
A« 14 0^4 s ^ , « . o 

pro- 



CAPUT A 11 

prodibit differentia . tertia : . 

fttquc taadem. difiereQtia. quarta : 

quac cum fit conftans» differantiae. fcqueatiuxtt Ofdinum era- 
jaeiiceatv. 

E X EM P L.U M IV.- 

bvenirc drferemias cmttfvis ordinis ffitfi/f^» x " • 
Ponatur y=3i»»": &*, cum fit jr» » (« + ® )*; 
^ii.g-«^^4. j<o)|. ;/y.»"s=s(if.+ 3.<»)» ;. Scc. Poteftates 

evoiutae dibunt:: .... 

y» a=s.i»-H ««•-« + -^— »>-■-»+ --—Z ; 

■^ , 1. 1 -a . I. . z . 3 



, n /«(»*-r) , .-•... «C"— 0(^3) 

^ 1. 1.2. r . z «^ 3- 

8»»«J»-» + &c 

a7a)3if"""J + &c- 

*"«=«• + — 4<»^-r-» + ^ri i 1 6»*ll •-» + --— 

•^ I. I. ..2 * • * •■ 3 

640)5 «•"•J+&C. 
! Hino, difierentiiy-fumenclisj prodibit:; -: ', 

^ i 1.2 I ,• » »3. 

(D3*»"—t+&C 

. Ay»s=n-fi)«»r» + -T^ i^o)'.»»-»-! — r 

: •'^ I . .1.2^ .1; . 2.1. 3 

B 2 7<»»<i»-J + &c 
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n , »(»—1) . »C»— i)C»*^2) 

I 1.2 ..i.i a » :3 

» _ , »C«»9-i) - . n(n — i)(n — 2) 

X 1.2 -1.1.3 

(amantur denuo. difTerffntUf ., atquo obtin^ipir: 

; "I » '2. . ^ 

1.2.3.4 

AAy » =p2i(»- 0(a • i,-«+2fc:i£l-(!!r:2} X 2 (0 3*—!+ 

•«(«— i)^«-r-2)(» — ^^3) . « 

1.2. 3.4 

AA>"s=»(i» — 1)<» • Jt"~» + "-l» 'A«— ?; j^ fli- j;,.«=*i ^ 

'1.2.3 

I . 2 . 3 . 4 
£x "hls per (ubtri^lionem uiterius eruitiir 

A • y \x \ . . »(»-l)(w~2)(»-3) 

A »v »»(»-, i)(»^r2)(» »«•'-1 +-.i ^- l!L-4_^ 3<^o)« »»-4+ 

. 1.2.3.4 

r&C. 

A ^ >, N . - . »r»-i)(»-2)(»-3) , 

A ^y « =i.i»(ii-i)(»-2) (»« ««'-^1 +^rT^W:r^r^tf0«» >*-tf 



, . J.' ?. 3.4 



9t^ue porro * • • - * 

A-*/ rp » (•'^ i) (»— 2) (»-^ g) Q^jt »-4 + «cc 

.14. Quo lex, fecundum qoam iiflae difierentiae potedatif 



»• 
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.*' 4^CDgredltfntur I &cUuis perfpiciatur ^ poQamu^ primo brevi- 
jtttls cfgo: ■ 



. I 



B = 



__ n(ti -~i) 






E == 



I < 2 • 3 • 4 

»/«-r-'lI(»r^2) (»^3). (»— *) 



2* 



•3 • 4 
8x. 



Deinde fequens formetur Tabula, qaae pro fingulis difTeren- 
tiis infcrviet^ ' > 









1 ; o ; o ; o ; o ; 
o; i; i; i; i ; 



o ; o ; 

I * I * 

o; o; 2; <5;i4; 3« ; ^^ ; 
o; o; o; tf;3<J; 150; 540 ; 
p; o; o; o;24; ^40; 15(50; 



o 

I 



o 
I 

»54 
i^df ; 57P<^ 
84C0 ;' 409^24 






;&c. 
;&c 
;&c. 
;&c. 
r&c. 



A?^LJjo;_Q-;-a; p^;..© ; 120; .itt:Q,;;H58co;;i2Xcpp ;&c. 



o ;. o ; o ; o ; o ; 



o 
o 



720 ; 
o : 



15 120; i5>i52o ;&c. 
5040 ; 141120 :&c 



0; o; p; o; o ; ... 

kroc^ Tabulfinumerus cuiuivis. feriei . inveoitur . , fi eiuOem 
~Sriei _ pra^edois ad numerum Tupra podtum a<!datur , iatQtte 
.l^pjnn, per indic^ charai^eri A infixum multiplicetur. Sic, 
ijfi-ierie dif&iientite A^^ rf .(pondente , terminus i<$8oo inve- 
nitnr, fi praeoedefis 1800 ad fupra 'fi^iptuai i^^^addftfim, 
atqjje ;{um'ma 33^0 per 5 mdtiplicetur. ^ 

15. TaHuIa ergo hac coqdituta, fingul^e difierei\tiae 
Jatis.ir^ssifvfcquenti mpdo^fe habdbumr- " ' ' •'•'*? 
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8cc. 
A»jr =s 2 Boa»««^»+ (5Coa5j»«-l+ i4Da>«*"— 4 + 

&c 
A»/ = tfC(o»««-J + 35Dci)4,,»-4+i5oEa)«j»*-« + 

&c 
A4j, s a4D(»4«--4 + 24oEa)»«*-« + i5<^Fa)*ji»-* + 

Generatitn autetn poteftatis «* differeatia ordiaii m , fea 
A"*^, fequenti modo exprimetur. 

"'Sit'. 

»(».— ;!.) {«.— 2) . .• . '. (»—•>»+ l) 
1 = r ... _.-,. ' r-z — ' . r-: -: J 

« — m 

»t + 2 

*>• ' •• «^» ... 

' « »•—»»' — 2 

. •. • ^ ■ - . . - - . 3^c 



f • 



.X^ddc verq (it:, , . ; : 

as= OT *— — (w -i) * + ^•ii-4 — -■ Cm -^2) «-r— — i 

• • * : " % . :^: : 'i ,:z ' : : "^ : j : » .; 2 . 3 . 
''■ ' ^ : ■ .-' : : (w — 3)* + 8cc 

f-' . . iw .-V ,.m(m-i). . • m(i;»-|)(w-2) 

-".y ' '• .. .'x^' < . '. I. 2 ^ 1 ..2 . 3 

,v.. •!..>:;• .:-' -:, ,.'' ■ '(^-^ 3)«. H.»+8cC 

, fHAfnfr -*^ *- (Ktf-i)* ^»'i — ? K**"*/ -> ' ' I ■ ! > r ^ 

"i 'i.^., ,.1.2.3. 

C':i,.:::;rr.> t,.L ; ,*'; . (m-'3)'-^-»+&c. 

2uibus valonbus. inventis- erit ' , . • ^ - 

V.f/F=« Ia)*i»"-*+^K.«* +» 1» *-»•-« Ij^L »"-*•• «•-*'•&& 

Ctt» 
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cttius exprefnonis ratio ex modo, <juo fii^ulae diiferentiae ex 
▼aloribus y , y , y , /'' , &c. elicjuntur y fponte fequitur . 

16. £x his per^icuum eft , fi efponens n fuerit nume- 
rus integer afiirmativus , taadem ad dif!crentias perveniri con- 
ikates'1 his^e iiltertores Qpines efife =0« Sic erit 

A- ^ ;= a> ^. ; 

A^ ;c4 — 24ia4 
^ taadem • • 



Onmis ergo fun£lio rationalis integra tandem ad differentias 
<:ooflairtes ideducetur^ -Scilieet j^;-fuB^o ipftuS'M:primi.^radus, 
ax^ If differentiam pri^iam iani habet conflantem :i=:aco. 
Fun£lio fecufidi gradus axx-^- bx -i^c differentiam fecundam 
habebit conflantem = zacd^; fua£lionis autem tertii gra- 
dus differentia 'tertia erit cbnflans ; quarti quarta ^ & ita 
porrot 

17. Modus auterii ^ quo invenimus differentias poteflatis 
K" , quoque latius patet , atque ad eas potefhtesr.^.miarum 
exponens n efl nuncierus negativus, vel.fraclus , vel adeo ir* 
rationalis , extenditur • Quod quo clarius appareat , differen^^ 
tias tantum primas praecipuarum huiufmodi poteflatuni exhi- 
bebimus , quoniam lex difierentiarum fecundarum ac fequen* 
tium non tam facile cernitur : erit ergo^ 

A. » = . a> ' ; '. >'■■ ■■ 

A. «» s= o*i> jr + «* ; . ui . ; 

A. X» = 3« ;c» 'k' 3 .«^if + <»' J '- .' '■ 

A. ;tf* = 4« jiri + ^ «*«?• + 4»^* + ^^ &c. 

Simili modo vero crit 
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A.Ar-»=: r+ -r + *^ 

at* *?♦ «f* 



*^ *♦ «r» 



loca* aoai': 
Et inde pro reliquis. Pariter erit 



&c. 



503 , oca* i<xo' r ■ 

A.;tf-3=— ^ + — j r* T • .. . . 

X» A?5 ** 

465 , loca* aoai': • ' . . - 

%•» %«^ %•" 



4.*' = -7 1 + -^— • ♦ .:&c; 

a** 8;tf» id;tf » 

A.*' = —^ — — + -^ — . . . . &c 
3;«?' P*"^ 81«»' 

A.*-T = -^— .^ 4. -2--- .^.£_^ 4. . , . &c 

1«* 8*-» idAf» 



X <» , aca» 140)5 

A.^T= 1+— T ^0+ . . . &c. 

3Af' px' 81*' 

18. Apparet ita^ue has difTerentias , fi exponens ipfius 
M non fiierit numerus int^er affirnutivus , in infinitum pro- 
gredi , ieu ex terminorum niimerb infinito conftare. Inte- 
rim tamen eaedem differentiae (juoque per expreflionem fioi- 
tam exhiberi pofliint . Cum enim , pouto . 

un- 
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unde, fi firaftio —7-- in feriem convertatur, prodit expref- 
fio fuperior. Simili modo erit 



iX *-» = A. JL =i 



atque pro irrationalibus'erit 



quae formulae fi more fblito ia feries explicentur , fiiperiores 
expreffiones praebent. 

ip. Hoc vero modo quoque differentiae fiin£lionum, 
five fi:a6brum five irrationalium , inveniri polfunt : fic fi 

quaeratur difierentia prima ixsBHoms £ ponatur y=: 

a^i-xx •' 

; & , quia eft ^» = — -r^ — .- erit 



»« aa -ir XX -f- zGix + <»• 
Av=A. \ = i . L._ 

quae exprefllo quoque in ieriem infinitam converti poteft* 
Ponatur <»tf + »« = P, & 2C}N-f-oc>£=sQ^; 

erit 

P + Q. P P»^ P3 ?♦ ^ "^^ 

& 

•^ p» pj T* ^ 

Reflittttis ergo loco P & Q, valoribus erit : 

A — A ' ' — . ^*"^ 4^0) . 4<acayy+4tt^y + cj* 



i»<» + ;ir;ip (i»/» +;»?;(?)» (//<»+**)» 

8 «? *S + 12 <»♦;»*+ tf ©>' Af + 0)* 



+ &c 



(tf/»+;i?;if)« 
C qui 
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cpi termlni fi fecundum poteftates ipfius (D ordinentur erit; 
1 ^ icxiX ^ci^^^i xx — aa) ^^{x ^--^aax) 

* aa+xx {aa+xxy (^a-^^)^ {aa^xx)^ 

20. Similibus feriebus infinitis differentiae fun6lionum 
irrationalium quoque exprimi poffunt • 

Sit propoiita ifta funftio ^c=s/(^^-|-xx); 
& , cum fitjf^c=/(if4 + icx4-2a>x-f(i)a)), 
ponatur 4^ + xncxP,& 2a);c + (ji)0=3Q 

eritAy=V-(P+Q)— ^/^P=-2: 38. + «2! 

y y^ T^\i^j "^/-^VP 8PV-P ^ itfPPV^P 

&c. 
unde fiet 

A> . /(^XAr>= ;-^;:j:^ — Ziaa^^xx^sfiaaAtxx) ^ 

vel &C. 

^ ojtf i>/i(i)* aac^^x 

^ ^{aa+xx) ^{aa-^-xxy/^^-^-xx) ^{aa-^xxyVl^aar^-xx) 

&c. 
Hincque adeo colligimus fiiir6lionis cuiufcunque ipfiiis x, quae 
fit y y differentiam hac forma exprimi poflfe , ut fit 

A;f= - PG) + Qa)» +Rg)3 +S(i)4 + &c 
exiftentibus P, Q, R, S, &c. certis ipfius x funftionibus , 
quae quovis cafu ^x fun£lione y definiri poffunt . 

21. Neque etiam ex hac forma dinerentiae fun£lionum 
tranfcendentium excluduntur , id quod ex fequentibus exem- 
plis clarius apparebit. 

EXEMPLUM I. 

Invenire differentiam primam logaritbmi iypirUlici 

ipjius X. 

Ponatur y^szlx; & cum fit j^» =/(;? + o)), 

erit 
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erit 



Huiufinodi autem logarithmum fupra docuimus per feriem m> 
finitam exprimere; qua adhibita, erit 

Ays=A./;e=s-— 1 + acc. 

EXEMPLUM 11. 

Invenire differenttam primam quamitatis exponen- 

tialis a* • 

Pofito ^ = i»« erit )»» sszafh» =zat , a^ : 
at fiipra oileaduiras eiTe 
, ala , a*(la)* , o? (/,7)3 . 

I 1.2 1.2.3 

quo valore introdufto erit 
A. 4«=/» — /= A/ = 4 i— ^ .| i_JL- -f. 

!• 1.2 1.2.3 

&C 

EXEMPLUM IIL 

In circulo , cuius radius = 1 , invemre differentiant 
Jinus arcus x. 

Sit fin X =/ , erit jf» = fin ( a? -f <» ) > 
unde A/^/» — /=fin(Af + <») — fini^. 
At eft fin(itf + (a) = cof(s).fin;if -|-fina).cof;tf , 
atque per feries infinitas oftendimus efle, 

coforzi 1 ■— • -4* &c 

I. 2 1.2.3.4 • 1.2.3.4.5.0 

& 

fmG)=co— h— — ' — + &c. 

1.2.3 i.i.S'^'^ 1.2,3.4.5.(^.7 
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quibas reriebas fubftitutis erit: 

A.fm*=:G>.cof;tf- — fia;^-— -cof^i — liflA^l z^x^ 

2 i^ 24 120 

&c» 

EXEMPLUM IV. 

In chcuio cuius radius =: i invenire differemiam 
coftnus arcus x. 

Pofito jfrzcofx, ob >f' =:cof(;ir+a)) 

erit y^ = cof G) . cof ;i^ — fm o) . fin x 
& Ay=2 cof o . cof ;r — fin o. fin ;if -^ cof ^ 
Seriebus ergo ante expofitis adhibendis prodibit : 

A,colx=3— cofin;!^— — col^+ — nn;c+ — co&^— fin;if— 

2 ^ 24 120 

&c 

22. Cum igitur propofita quacunque fun6lione ipfius Xy 

five algebraica five tranfcendente , quae fit y , eius differentia 

prkna eiufinodi habeat formam ut fit : 

A;f=:Pa)+Q(o» + RG>J +Sa)>+ &c 

fi huius differentia denuo capiamr, patebit differentiam fecun- 

dam ipfius y huiufinodi &)rmam eile habituram : ' 

AAy=i P 0)» + Q^G)! + R «4 + &c. 

fimiiique modo differentia tertia ipfius y^ erit huiufiiiodi 

Al ;^ = P OOJ + Qg)4 + R G)« + &C 

ficque porro. 

Ubi Tiotandum cfl litteras P, Q, R, &c hic non 
pro valorihus determinatis adhiberi , neque eadem littera in 
diverfis differentiis eandem funflionem ipfius x denotari : ideo 
enim tantum iifdem litteris utor , ne fufficiens diverfarum 
litterarum numerus deficiat. 

Ceterum ijfae differentiarum formae probe funt notan^ 
dae^ cum in Analyfi infinitorum maxioium ufum offerant. 

^3- 
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2 j« Cum igitur modum expofuerim ^ quo cuiufvis fun- 
£lioni$ difierentia prima , ex eaque porro dinerentiae fequen- 
tium ordinum inveniri queant; quippe quae ex valoribus fiin- 
£lionis y fucceffivis V^ y y^^ ^ y^^^ ^ V^^ y &c. reperiuntur : 
viciifim ex differentiis ipfius y cuiuique ordinis datis , ifli 
ipfi variati valores ipfius y elici poterunt • £rit enim 

y^ =:y + Ay 

j?" =y + 2Ay +AAy 

y^^^=sy+^Ay+^AAy + Aiy 

yiv ssy + ^Ay+SAAy + ^Aiy + Aiy 

&c. 

ubi coefficientes numerici iterum ex evolutione binomii na- 
lcuntur. Quemadmodum ei^o >S ^^" > ^"' > &c. funt va- 
lores ipfius y y qui oriuntur fi loco x fucceffive ponantur hi 
valores « + o , x + io:^^ «f + 3<» > &c. flatim valorem ipfius 
yi^) affignare poterimus ) qui prodit fi locoxfcribatur^ + »a), 
erit fcilicet ifte valor: 

y + ^y + -^ iAty + J^ Ll ^.Aiy+ &c; 

Hincque adeo etiam valores ipfius y praeberi poffunt fi n 
fuerit numerus n^tivus. Sic , fi loco m ponatur m^-o)^ 
fun£lio y abibit in hanc formam : 

y ^y+ A^y — Aiy + A4y &c. 

fi n autem loco x ponatur x ^^ ig^ ^ fun£lio y tranfibit in : 
y^2Ay+ ^A^y^ ^Aiy + 5A4;f — &c. 

14. Pauca quaedam addamus de metliodo inverfa^ qua, 
fi detur differentia ^ ^ex ea ipfa illa funftio , cuius eft diffe- 
rentia, inveftigari debeat. Cum autem hoc fit difficillimum 
^tque faepe numero ipfam analyfm infinitorum requirat y ca- 

fus 
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fus tantum quofdam faciliores evolvamus. Primum igitur, 
regrediendo , fi fun£lionis cuiufpiam difTerenciam invenerimus, 
viciifmi hac diflerentia propofita, ip(a illa fun£lio , unde eft 
nata, exhiberi poterit. ^ic y cum fun6lionis an-^-b diffe- 
rentia fit i^o) , fi quaeratur cuiufnam fiin£lionis differentia fit 
iiG)' refponfio erit in promtu, eam fun£lionem effe an-^b. 
In hac igitur reperitur quantitas confbns b^ quae in differen- 
tia non inerat, & quae propterea ab arbitrio noflro [>endet. 
Perpetuo autem fi fun£lionis cuiufvis P differentia fuerit Q, 
quoque funftionis P + A , ( denotante A quantitatem quam- 
cunque conflantem , ) differentia erit Q • Hinc , fi ifla diffe- 
rentia Q proponatur ^ fun£lio , ex qua ea efl orta, erit 
P + A) atque idcirco determinatum vaiorem non habet, cum 
confbns A ab arbitrio pendeat* 

25. Vocemus eam fun6lionem quaefitam cuius differen- 
tia proponitur, summam; quod nomen conmiode adhibetur, 
cum quod fumma differentiae opponi^ foiet, tum etiam, quod 
fun6lio quaefita revera fit fumma omnium valorum praece- 
dentium differentiae. Quemadmodum enimefl^' e=^4-^>^, 
& y^\ =^y + ^y + A^' , fi valores ipfius y retro continuen- 
tur; ita, ut is, quivalori « — o) reipondet , fcribatur yi , 
huncque praecedens jf 1 1 , & qui ultra praeceduntjf 1 1 1 , ytv j vv , &c 
hincque feries formetur retr(^rada , cum fuis differentiis : 

yv; yiv ; ym ; yn ; yi ; y 
& 

Ayv ; Ayiv ; Aym ; Ayu ; Ajfi 
erit 
y=sAyi +Jf, 

& 
ob yi =: Ajfii +yii , porroque /u =: Aym +-j^iii 

erit utique 
y^Ayi +A7,i+A;fm+Ajiv + Ayv 

&c 

fic- 



C A P U T L 23 

ficque erit fun£lio ^, cuios difierentiaeft Ay^ rumma omnium 
valorum antecedentmm difTerentiae Ay ^ qui oriuntur y fi loco jc 
fcribantur valores antecedentes « — (o; x — 2(0; « — 3(0; &c. 

2(5. Quemadmodum ad differentiam denotandam ufi iu* 
mus figno A , ita fummam indicabimus figno 2 : fcilicet , fi 
fun£lionis y difTerentia fiierit % , erit zes A^; unde > fi 7 
detur, difTerentiam % invenire ante docuimus. Quod fiautem 
data fit difTerentia z , eiufque fumma y reperiri debeat , fiet 
^£=^2;; atque adeo , ex aequatione zs=A^ r^rediendo, 
formabitur haec aequatio ^ = 2% ; ubi conftans quantitas 
quaecunque adiici poterit ob rationes fupra datas; ex quo^ 
aequatio %t=:£^y ^ \\ ibvertatur , dabit quoque ^=sS% + C. 
Deinde , cum quantitatis ay differentia ht aC^y—a% ^ erit 
"^. ax-^ay , fi quidem a \\t quantitas conflans. Quia ergo 
cfl Ax=:a) ; ent 2(a=x + C & 2i^ca=iix + C ; atque 
ob G) quantitatem conflantem , erit !Sa)2=G)M+C; 
;S Ci)' = 0)* X + C; & ita porro • 

27. Si igitur differentias poteflatum ipfius n fiipra in* 
ventas invertamus^ erit 

2 ss « ; hincque ^ i a — ; 

Deinde habemus 

% (2«« + fi>a ) = **; 

unde fit 

^ ^«_i5S *" !L 

^ 20) 2 "^ 2» 2 * 

Porro eft 

feu 30jS«*+3«» JSx + o' ;§ I =:x' 
cwo *sx»= — — olSx ;si 



•^ 3» 2 <J 



f>mi- 
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fimili modo erit 

4«» 2 4 ^ 

ubi , fi loco s*«, s« & 21 valores ante inventi fubfti- 
tuantur, reperietur: 

4« 2 4 
Deinde, cum fit 

2«* = -- —20)2*'— 20)' S*'—®' S'» — — 21 

erit, adhibendis fiibftitutionibu»^: 

, » 

2x4-3 J.^» + ±axi -- —0)1» 

5« 2 3 30 

fimili modo ulterius progrediendo reperietur 
** I . 5 I 

OW 2 12 12 

70» 2 2 5 42 

quas exprefliones infia fecilius invenire docebimus . 

28. Si ergo differentia propofita fiierit fiin6lio rationa- 
lis integra ipfius x , eius fiimma , ( feu ea fimaio , cuius ea 
eft differentia) ex his formulis fiicile invenitur. Quia enim 
differentia ex aiiquot poteftatibus ipfius x conftabit , quaera- 
tur uniufcuiufque termini fumma , omnefque iftae fummae 
colligantur. . 



EXEM- 



itX9C 


acaetr 


2 


6 


bxH 


bx. 


f . II ■■ 


L *. 


20) 


2 




cn- 


•- •■ • 


c» 
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EXEMPLUM I. 
^aeratur funSHo , cuius differentia ftt =s aax + ^* + <^» 

Quaeraatur fiaguloruin teriniaoruin. rununae ope fonnu- 
lanim aote inveatarum , erit 

30) 

atque ]gc =: . 

Hioc coliigendo lias fummas erit 

y*i 2(0 do) 

quae efl ftm£lio quaefita , cuius differentia eft auu-^^bw^^c^ 

EXEMPLUM IL 

^aeratur furiBto^ cuius differentia efi *♦— 2»* x *+«*.. 
Operationem fimiii modo ioftituendo llabebitur . 

5» * 3 y> 

fis 

. — SKai**»*— . — — 1»3'+«)***— — « 

3 3 

atque 

+ S (»♦ = . . . . • . . . +(»'«» 
unde fun6tio quaefita erit: 

i_^— i;^—i(tt«» +<&»««+!£ (03 <»+c 

5» a 3 30 

P Si 
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Si - enini hic loco x ponatur x + <<) > ^t^ue a quantitate xe* 
fiiltante fubtrahatur ifla inventa ^ remanebit propofita differeu- 
tia X* — 2 G)» *» + G)< . 

2p. Si fummas , quas pro potdlatibus ipfius n inveni- 
mus , attentius infpiciamus , in terminis primis , fecundis , ac 
tertiis mox quidem i^em obfervabimus , qua iili (ecundum 
fmgulas poteftates progrediuntur : reliquorum autem termino- 
rum iex non ita efl perfpicua , ut fummam poteflatis x^ in 
genere inde coiiigere iiceat^ . Interim tamen in fequentibus 
docebitur eife: 

(»f-i)a> 2 2*2.3 .6^ 2. 3. 4. 5 
.tf 2. 3^ 4« 5* ^* 7 

10 * 2.3 8 . p 

. S n(n — i) (n — 8)g)9 

6 2*5 10 • 1 1 

. 691 n^n-^i) . * • . {^~* io)g>'* ^_^^ 

210' 2 . 3 12 . 13 

, 35 »(» l) . ^ . . (»— I2)(»"J 

2 2.3««.«, «i^^IS 

l6iy n{n-^i) . . . (i^— .i4)g)«5 

— . — — — — — ^— — X» ■> 

30 2. 3 . . . . i(J# 17 

42 2.3 18. 19 

1222277 » (g — i) (n — i8)g>*9 _ 

iio 2. 3 20. 21 
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,854513 fr{n^i) . . . . . . (n-^io^co^^ 

6 2 • 3 •••»•• 22 • 23 

1181820455 n{ir — i) «r •- . r {n — 22)0)*! 

•— — — ' • r ■ Sf^^^H 

54d 2. 3 • . . • . 24. 25 

76977927 n{n—i) . • • • • (» — 24)0)»^ 

-f- *■ • — — — — ^ 9r •J 

2 2 • 3 •••••• 25. 27 

^374P4^io2p »(» — i) • • • . {n — 25)a>»7 

— ^ , — x"'~*7 

30 2 • 3 . • • . . 28 • 2^ 

, 8515841^75005, n{n — i) . . • (w — 28)g>*9 
4^2 2^ 3 • • .. 30 • 31 

&a +G 

cuius progreflionis praecipuum* momeatum' irr coefficientibus 
mere numericis eft fitum ,_ qui quemadmodunx forraentur , hic 
Ipcus nondum eft, ubi exponi queat^ 

30. Apparet aiitem nifi n fit numerus integer affirma- 
tivus , hanc lummae expreffionem in infinitum progredi , ne- 
que hoc modo fiimmara in forma finita exhiberi poife . Ce- 
terum^ hic notandum eft , non onmes poteftates ipfius x 
propofita k^ inferiores occurrere ; defunt enim termini 
^»-2^ ^ifif— 4^ xn^6 ^ x^—^^ &C. quippe quorum coefficientes 
funt =r o , etiamfi termini fecundi x^ coefficiens hanc legem 
non fequatur, fed fit = — 7. PoterUnt ergo huius efpreffio- 
nis ope fummae poteftatum , quarum exponentes funt vel ne- 
gativi vel frafli m forma infinita exhiberi folo excepto cafu 

x^^ l 
quo » = — I , quia tum fit terminus > , y" ob » + i =0 

infinitus • Sic , pofito » = — 2 ; erir 

P 2 ^ 
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ftH fi>* 2X« 3*» 5Jf« 

31. 'Si ergo differentia propofita fuerit poteflas ipfius 
X quaecumque , eius fumma liinc perpetuo aflignari , feu iun- 
Aio y cuius ea fit differentia y exhiberi poierit • Sin autem 
difTerentia propofita aHam liabeat formam, ut in poteitates 
ipfius Xy tanquam partes, diflribui nequeat, tum fumma dit- 
ficillime ac faepenumero prorfus non inveniri poteft : nifi for- 
te pateat ^ eam ex quapiam fun£lione effe ortam . Hanc ob 
caufam conveniet plurium fun£lionum differentias inveftigare 
eafque probe notare, ut fi quando huiufmodi difierentia pro- 
ponatur^ eius fumma, feu fun6lio unde eft orta, ftatimexhi- 
beri queat . Interim tamen methodus jpfinitorum plures re- 
gulas fuppeditabit , quarum ope inventio fummarum miiifice 
fubievabitur . 

32. Fajciiius .autem faepe ex differentia propofita reperitur 
fumma quaefua ^ fi haec ex fa£loribus fimpiicibus conftet , qui 
progreffionera arithmeticam xonftituant, cuius differentia fit 
ipfa quantitas co . Sic , fi propofita fuerit funftio ( ^ + o«> ) 
(^* + 20) ) 5 eius differentia quaeratur : quia , pofito if + o) 
lopo^^ haec funftio abit in (x+-2a)) (^+ 3^)), eius dif- 
ferentia erir 2Ck)(x+2a)). Quare viciflim ^ ii proponatur 
differentia ^cd^x^+^g)), eius funmiacrit (;c + «) (* + iOD)> 
hinc ergo erit 



2(A; + 2a)) = — (;r + 0)) (;v + 2'g)). 



Si- 
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Simili modo, fi proponatur fim£lio (*4"»o>)(*+(»+i)«), 
cum fit eius differentia 2 0i)(*+(»+i)<a) erit 



_ I 



2 (* + (»+ i)«) = — (>f+»M)(;v+(»+i)(o) 



33« Si funjlio ex pluribus ia£loribus conflet , nt 
fity =:(Ar + (»— i)(i)) (^ + »*o>) (x+(»+ i)g)), 

cum fit 

yi=z (A? + »(i)) (^ + (»+ l)(i)) (Ar + (» + 2)0)), 

crit 
A;^ = 3(i)(Af + »a)) (Ar + (»+i)o>) 

ac propterea 

2(;c+;^a))(;v+(;rfi)a))=J.(^+(;.-i)a))(;^+i/a))(^+(»+i)a)) 

Pari modo reperietur efle : 

2 (Af + «oD) (A; + (»+i)a)) (a;+(» + 2)(S0) = 

— (^ + (»— i)a))(^ + »a)) (Ar+(» + i)a)) (^ + (» + 2)0)). 

4^ 

unde lex inveniendi /ummas ^ fi differentia ex pluribus huiuf- 

modi fa£loribus conflet, fponte patet • Quamvis autem hae 

differentiae fint fimfliones rationales integrae , tamen earum 

fummae hoc modo facilius reperiuntur , quam per methodum 

praecedentem. 

34. Hinc quoque via patet ad differentiarum frafbrum 
fummas inveniendas. Sit enim propofita fraflio 

y = — ; quia erit y^ = 



A^+^O) ^ A; + (»+l)Oi) 

erit 
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erit 

I — o 



^ Ar+(»+i)6> x-\-nai (« + »(»)(*+('r+i)<») 

ac propterea 



S 



(«+»<») (Af + (»+i)oa ~" »* « + »« 

Sit porro 

I 

^"•(Af + «a)) (Af + (»+0») 

^*^' -(* + (»+ i)a>)(* + (» + 2)«) 



ent 
2 » 



•^ (» + »©) (x + (» + i)<i)) (;r + (»+i)cj) 

Hinc ideo fiet 
I 

(* + »») (;tf + (»+i)») (« + (» + 2)») 

— I I 

""2© *(* + »<») (* + (»+i)(i)) 

Simiii modo erit porro 

(;if + »c>>) (*+(» + !)<») (4f + (« + 2)<») (Ar+(»+ 3)<a) 

■ — I I 

*"* 3<» * (x + »a)) (*• + (»+•!)<») (A? + (» + 2)a)) * 

35. Modus ifte fummaadi probe eft tenendus, quia 
huiufmodi differentiarum fummae per praecedentem metho- 
dum inyeniri non pofliint. Quod(i autem difFerentia infuper 

. ha- 
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habeat numeratorem , vel fa£lores denominatoris non ia 
arithmetica progrefTione procedaDt, tum tutifllmus modus in- 
vefligandi fummas efl , ut difTereutia propofita in fuas fra- 
6liones (implices refolvatur, quarum fmgulae etfl fumpfiari 
nequeunt, tamen binis coniungendis toties fumma inveniri 
poteft, quoties id quidem fieri licet, tantum enim erit dif- 
piciendum , utrum fumma ope huius formulae inveniri queat : 

I I I 



etfi enim neutra harum funmiarum per fe exhiberi potefl^ 
tamen earum differeatia <}ognofcitur . 

3^. His igitur cafibus negotium redit ad refolutionem 
cuiufque fra£lionis in fra6liones fuas fimpiices, quae in fupe- 
riori libro fufius efl oflenfa. Quemadmodum ergo eius bene- 
ficio fummae inveniri queant, aiiquot exemplis docebimus. 

EXEMPLUM I. 

^aerafur fumma , cuius differcmia ftt 

x{x + (o) {x + zc^) 

Refolvatur haec differentia propofita in fuas fra6liones 
fimplices^ quae erunt 

i I , I I 2 i 

• T 



Gurii iam fit ex fuperiori formula : 




96 

Hinc erit fununa quaefita 



3» 
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2 I 2 I 



at eft 

I I 



x-^a x + ia x+a* 

unde rumma quaefica eric 
I 2 __ — ^x — G) 

CM ©(jf+O)) COx{x-\-(o)* 

EXEMPLUM II. 

^uaeropur fumma^ cuius dmerenpla eft •— -^: r . 

^ ; x(*+3G)) 

Pofita hac difFerentia = « , erit » = — l— 

«r ^ + 3« 

ideoque 



« * + 30) *• + oi) 



I 


_ J — 5. I -.1 ' I 


» + 3« 


* **+2a) Ar + 3a) * x+o) 
II I 




* Af + M *+2<»' 



quae efl fumtna quaefita. Ouoties ergo hoc modo figtia fum- 
matoria ^^ kk taadem tolIuQt, toties dilTereQtiae propofitae 
fumma exhiberi poterit ; fiu autem haec deflru£lio non fuc- 
cedat^ figQum hoc eft, fumnum iaveoiri noQ pofle. 



CA- 
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DE USU DIFFERENTIAR UM 

m DOCTRINA SERIERUM^ 



M 



17'^ 



aturam ferierum per differentlas maxime illuftrari, ex: 
primis rudimentis fatis eft notum . Progreflionis enim arithme- 
ticae, quae primum confiderari folet, praecipua proprietas in 
hoc verfatury ut eius difFerenfiae priraae fmt inrer fe aequa- 
les; Jiinc differentiae^ fecundae ac reiiquae omnes erunt cy* 
phrae •• Dantur. deinde feries, quarum differentiae fecundae de- 
mum funt aequaFes , quae hanc ob rem fecundi ordims com- 
mode appellantur^ dum progreffiones arithmericae kntsprimi 
wdinis vocantur. Porra igitur feries tertit ordinis erunt^^ 
^^uahim dififerentiae tertiae funt conftantes, atque ad quartum 
wdifiem &- feqneDtes eae referentur feries , quariini differen- 
tiae qjurtae y & i^lteriores demum funt conftantes • 

38* In hac divifione infinita ferierum genera compre- 
henduntur^ neque tamen omaes feries ad haec genera revo- 
c»e licet. Occumint enim innumerabiles feries, quae, diffe. 
rentiis fumendis , nunquam ad terminos conftantes deducunt ; 
cuiufmodi, praeter innumeras alias func progreffiones geome- 
tricae ^ quae nunquam praebent dii&rentias confhntes , uti ey 
hoc exemplo videre licet. 

I, 2, 4, 8, itf, 32, d4, 128, &c. 

^ ly %y 4, 8, 16^ 32^ 54, &ci 

i> ^j 4^ ^5 i<^> 32> &c. 

Cuni ehim feries differentiarum cuiufque ordinis aequaiis fit 

ipfi feriei propditae, aequalitas differentiarum prorfus exctu- 

iUtiir» Quocirca plures ierierum claffes conftitui debebunt, 

E qaa- 
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quarum una tantum in hds ordines, qui tandem ad differen- 
tias conftantes revocantur, fubxlividitur; quam claffem in hoc 
capite potiffimum confiderabimus^ 

3P. Duae autem .Tes ^d naturam ierierum cognofceu- 
dam imprimis requiri folent, Terminus generalis atqueSum- 
ma feu Termicius fummatorius.. Terminus gemeralis eft ex- 
preffio indefinita^ quae unumquemque feriei terminum com* 
pleftitur,.atque eiufmodi propterea cft fiinftio quantitatis va- 
riabilis m , quae ^ pofito x = i ., terminum feriei primum 
exhibet ; fecundum vero pofito x — i\ tertium pofito 9c— ^; 
quartum pofito « — 4J & ita porro. Cognito ergo termino 
geaeraii , quotufcumque feriei terminus invenietur , etiamfi. 
lex , qua finguli termini cohaerent , non refpiciatur. Sic 
.verbi ^atia ponendo 9c =: looo ^ ftatim terminus miliefimus 
cognofcetur. Ita huius feriei 

I, d, .15^ 28^ 45^ ^66 y ^iy 120, &c 

Terminus generalis . eft txx ^x; pofito emm x:^ i ^ haec 
formula dat terminum primum i ; pofito xssz y oritur terr 
minus (ecundus 6.; ii ponatur «.= 3 , ontur tertius j.5 ; &c. 
iinde patet huiiis /er iei rtemiinum tcentefimum ^ pofuo 
9c — 100 fore = 2. joooo — joo =: ip^o. 

4a Jndices feu .exponoites in qualibet ferie vocantur 
.numeri, qui indicant quotus quifque terminus fit ia ordine: 
fic y termini ^imi index erit i y iecundi 2 , tertii 3 ^ & ita 
porro . Hinc indices .fingulis £uiju^ue feriei tfirmijais jnicrihi 
folent , hoc modo 

1 TJ D I c E s. 

■i> ^> .3, 4> S, • <^v 7> «cc. 

T E R M I N I. 

A,. B, C, D, E, F, G, &c. 
uHde Aatim patet G efle feriei propodtae termiaom fepti- 
mum, cum eius index fit. 7. Hinc terminus generalis nil 
aliud erit, nifi tern^inus feriei, cuius indcx vel exponens eft 

nu- 
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mimerus indefinitus x ^^ Quemadmodum ergo in quolibet fe- 
rierum ordiue , quarum differentiae vel primae , vel iecun- 
dae , vel aliae fequentes funt conllantes , terminum generalem 
inveniri oporteat y primum docebimus : tum. vero ad invefti- 
gationem fomniK (uinnius; progrefiuri*. 

41. Incipiamus .ab^.ordine prima^ qui continet pro- 
grefriones arithineticaf ^ ^uarum. dmerentiae primae funt con- 
ftantfisj fitque a terminus feriei primus, & b terminus pri- 
mus f^i-iei difierentiarum , cui fequentes omnes funt aequales :. 
unde feries ita erit comparata. 

r N D 4 c E s. 
^^ ^j J> .4^ ^ S> ^r 

•T E R M I N I. 
ay a^iy a + ziya + ^.by ^+4*> ^+5*> ^^ 
D I F F E IL E N T I A E •. 

by by h^ f hy b^ 8cc. 

Ex qua ftatim patet , terminum^ cuius index fit =:x , fbre* 
jt + ^x—^i^b^ erit^ue ergo terminus generalis=^jf + tf— ^, 
qui ex terminis primis cum.ipfius feriei, tum feriei difFeren* 
tiarum componitur • Quodfi autem terminus fecundu$ feriei 
a+b vocetur ^* , ob ^ = i^*— ^, erit terminus generaiis 
=2 (a^ T".'^) ^ + ^^ — a^=a^ (x — i) -^a^x — 2) unde 
ex cognitis terntinis primo & fecundo progrefHonis arithme^ 
ticae, eius terminus generalis fbrmabitur. 

42. Sint in ferie fecundi ordinis teftnini primi , ipfius 
feriei = a ; difTerentiarum primarum = b ; difTerentiarum fe* 
cundarum =:rr ; eritque ipfii feries cum fuis difTereatiis ita 
ccHnparata. 



£ 2 z »- 
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I N D I G £ S. 

lo 2> 3) 4> .5» <^> 7» 

T £ R M I N I. 

D I F F £ R. I. (&C 

bib+ci ^+ac; ^+3<^; *+4<^; ^+S^i ^c. 



D I F F E R. II. M^^' 



P 



, f, C, C^ C^ &C. 



ex cuius inipe6tione liquet terininum , cuius index ^x fore 

I / \t t (* — (* — *) . /1 

= 4+(* — i^b-t- -^-^ 'c; qui ergo eft termi- 

I . 2 . 

iius generalis feriei propofitae . Ponatur autem ipiius (tna. 
terminus fecundus =4', terminus tertius =4", cumfit 
b=ia* —^a; 8c c^a^^-^ia^ -^- a ; uti ex natura dilFeren- 
tiarum (§. 10.) intelligitur , erit terminus generaiis 

a + Cx^l^ia^^a^ + ^^^^^^^^^^^ a^^ — ia^+a) 

qui reducitur ad hanc formam 

a^^ix-- ij (^— 2) _^ i.a' {x-^ i ) (^--.^) <^2>)(i^-3) 
I- 2 1.2. • I. 2 . 

vel etiam ad hanc ' 

~ («-.) (»-a)-2f (»-.) («-3) + 7(«-:i)(»-3) 
* aut deiuque ad hane 

,(._.)(,_.)(._,)^£__i^+^^)/ ■ 

ideoque ex tribus terminis ipfius feriei definitur. 

43. Sit feries tertii ordinis 4,4» , 4" ,4"» ,4»^, &c 
?ius 4ifierentiae primae b^ ^» , ^" , ^"», &c. & differen# 

• tiae 
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tiae fccundae c, c« , c" , c»" , &c. 5? tertiae d, d, d,8K. 
^uippe quae iimt conftantes. 

Indices i, 2, 3, 4) 5><^) 
Termini a, «* , a^^ , 4"*, «»▼, ^v , &c 
Differ. I. ^, ^» , ^" , *"', ^>v,&c. 
Differ. U. c, c» , c", c"«,&c 

Differ. III. </, </, </, &c 

Quia eft a^=sa-^h; 4"=34+2^ + c , 4"» = 4 +3^4* 
^c + d ; a^^s=a + 4b + 6c + 4d ; &c crit terminus ge- 
neralis, ieu is cuius index eft «r, 

I 1.2 1.2.3. 

Sicque tenninus generalis ex differentiis ibrmabitur. 

Cum autem porro flt 

irsfl» — 4 ; c=<i" — 2<»» +4 ; rf=4"' — 34" + 3** •*" * 
11 hi valores fubftituantur erit terminus generalis 
^iii (x—i) (x--2) (x~-.3) (^—i) (*— 2(t»— 4) 

I. 2. 3 ^ I. 2. 3. 

(X — l) (x— 3) (« — 4) (^— 2)(x— 3) (* — 4) 

*+" 3'' ' — a ■ 

1.2.3 1*2.3. 

^qui etiam hoc modo exprimetur, ut Ht 

__ (x~i) (x-z) (x-3) (x' 4) f tf " » 34' » 3/»' ^x 

I. 2. 3. \« — ^4 X — 3 X — 2 X 1/* 

44. Sit nunc feries cuiufcunque ordinis propofita : 

Indices i, 2, 3, 4, : ^, d, 
Termini 4, /»» , ^*" , «»", i»»», /*^ , &c, 
Differ. I. ^, ^» , ^" , !^"S *iVj &g. 

Differ. 11. c. c» , c" , . c"», &c 

Dif. 
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Differ. III. 


d, </', //", &c. 


Differ. IV. 


r , <r» , &c. 


Differ. V. 


/, &c 



ex ipfius feriei termino primo , atque ex differentiarum ter- 
minis primis ^ , r , J , ^ , /, &c. terminus generalis ita ex- 
primetur ut fit : 

I I. 2 I. 2. 3 

I. 2. j. 4 

donec ad difTerentias conftantes perveniatur • £x quo patet , 
ii nunquam prodeant diflerentiae conftantes, terminum geue- 
raiem per exprefllonem infinitam exhiberi • 

45.^ Quia difTerentiae ex ipfls terminis feriei forman^' 
tur , fi earum valores fubflituantur , prodibit terminus gene* 
ralis in erufmodr forma exprefTus, cuiufmodi pro feriebus 
primi, fecundi^ & tertii ordinis exiiibuimus. Scilicet, pro 
leriebus ordinis quariti^ erit terminus generalis 

C^—i) (^~2) (^—3) (^~4) (x~s) X 
I- z. 3. 4 

\* — 5 H ^4 #J— 3 99 2 99—1) 

unde lex, qua fequentium ordinum termini generales compo- 
nuntur^ facile perfpicitur. £x his autem patet pro quovis 
ordine terminum generalem fore funflioiiem iphus x ra- 
tionaiem integram , in qua maxima ipfius x dimenfio con- 
gruat cum ordine, ad quem feries refertur. Ita ferierum pri- 
mi ordinis erit terminus generalis fiin6lio primi grados y 
fecundi ordinis fecundi gradus, & ita porro. 

4^. 



C A P V T II: 



19 



4<5. Difierentiac autem, uti fupra vidiinus, ex ipfis 
terminis ieriei ita refultant^ ut fit 

^i — : ^ii — ^i 

^u = ^III — 4" 



C" = a^^ — 24»" + 4 



I 
II 



a 



^I = ^IV _ 34III 4. 34II ^ ^I 

^ii = 4^ — 34^»^ 4- 34"! — 4" 

&C- 

Quare cum in feriebus primi ordinis fint omnes valores 
ipfius c = o ; erit 

^11 = 24» — a; 4"» = 24" — 4» ; 41^ = 24"' — 4"; &c. 
unde patet has feries fimul eiSe recurrentes j & fcalam rela- 
tionis efle 2^ — - i. Deinde^ cum in feriebus fecundi ordi- 
nis fint omnes valores ipfius 4 = 0, erit 
i?iiic= 34"— 3^^! +4; i|iv = 34i" — j^ii-f-^i • Scc 

ideoque & iiae erunt recurrentes icaia reiationis exiftente 

Simili modo apparebit omnes iiuius clafFis feries, cuiuicun- 
que fint ordinis, fimui ad clafTem ferierum recurrentium per- 
tinere, atque ita quidem^ ut fcala relationis conflet ex coef- 
ficientibus potefhtis binomii, uno gradu fi^rioris, quam efl 
ordo^ ad quem feries refertur. 

47* Qh^^ ^^^^ P^ feriebos primi ordinis quoque 
omnes valores ipfius d 8c e^ 8c fequentium difierentiarum 
omniuffl funt = o, erit quoque in iiis 

4"^~ 34" — ' ^a^ +4 
ijiv — 3/^111— 3^11 +4» 

&c^ aut 
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aut ^*^ =5 4^"' ~ 6a^^ + J^a^ — a 

^ &c. • 
Pertinebunt ergo & hinc aJ feries recurrentes idque infiaitis 
modis , cum fcalae relationis efle queant : 
3,— 3,+i; 4,— tf, + 4,— i; 5> — io,+ 10,-5, + i; 

&c. 
Simiiique modo intelligitur unamquamque reriemhuius, quam 
trafhmus , clafTis fmiul effe feriem recurrentem innumeris 
modis : fcala enim relationis erit 

n n{n^i) n{n--i){n—i) <^l)(^2 )(ff— 3) 

1' I. 2 ' I. 2. 3 ^ I. 2. 3. 4 ^ 

dummodo n fit numerus integer maior, quam numerus quo 
ordo iudicatur . Orietur ergo haec feries quoque ex evolutio- 
ne fraftionis, cuius denominator eft {i^y)n ^ prouti ia 
fuperiori libro de feriebus recurrentibus fiifius cft oftenfum. 

48. Quemadmodum vidimus , omnium huius claffis 
ferierum, cuiufcunque fint ordinis, terminos generales effe 
fan£lioues ipfius x ratiouales integras, ita viciilim apparebit 
omnes feries, quarum termini generales fint huiufmodi fun- 
£liones ipfius x, ad hanc clafTem pertinere, atque tandem ad 
differentias conflantes perduci . £t. quidem , fi terminus gene- 
ralis fuerit funftio primi gradus a x^- b^ dum feries inde orta 
-crit primi ordinis leu arithmetica ^ difFerentias primas habebit 
confbmtes. Sin autem terminus generalis fuerit fan6tio fecuQ* 
di gradus in hac forma ax x-^- b x-^^c contenta , tum feries 
ex eo oriunda, dum loco x fucceffive numeri [1,2,3,4, 5, &c. 
fubftituuntur , erit ordinis fecundi, atque differentias fecundas 
habebit confiantes: fimili modo, terminus generalis tertii 
gradus ax^ -^^ b x^ +rAf + ^ dabit feriem tertii ordinis at- 
que ita porro . 

4p. £x termino enim generali non folum omnes feriei 
termini inveniuntur, fed etiam feries differentiarum tam pri^ 

ma- 
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marum quam fequentium deduci poflunt ► Cum enim , fi feriei 
terminus primus fubtrahatur a fecundo , prodeat feriei diffe- 
rentiarum terminus primus : fecundus autem , fi ipfius feriei 
terminus fecundus a tertio auferatur, ita feriei difFerentiaruni 
obtinebitur terminus , cuius index eft x , fi ipfius feriei 
terminus , cuius iivdex eft ^ , fubtrahatur a fequente cuius 
index eft ji^ + i * Quare fi in termino ferier generali io- 
co X ponatur ;tf + i , ab hocque valore terminus gene-' 
ralis fubtrahatur , remanebit terminus generalis feriei dif- 
ferentiarum: fi igitur X fiierit ferici terminus generalis, erit 
eius differentia AX, (quae modo- in praecedente capite 
oftenfb invenietur , fi ftatuatur ibi co = i ) terminus gene» 
ralis feriei differentiarum primarum. Simili igitur niodo erit 
AAX terminus generalis feriei differentiarum fecundarum; 
A^ X tertiarum , ficque deinceps . 

50. Quodfi autem terminus generalis X fuerit fun£lio 
rationaiis integra^ in qua maximus exponens poteftatis ipfius 
;c fit», ex capite praecedente colligitur, eius differentiam 
A X fore funftionem uno gradu inferiorem , nempe gradus 
n — I. Hincque porro AAX erit fiinftio gradus » — 2, 
& A3 X funclio gradus n — 3 ^ & ita porro . Quare , fi X 
fuerit fun£lio primi gradus, uti ax-h^y tum eius differenr 
tia AX erit conftans =/?; quae cum fit terminus generalis 
leriei primarum differentiarum , peribicitur feriem, euius ter- 
minus generalis X fit funftio primr gradus, fore arithmeti- 
cam feu primi ordinis . Simili modo fi terminus generalis X 
fuerit fun^lia fecundi gradus ob A A X conftantem, feries^ 
indc orta differentias fecundas habebit conftantes , eritque 
propterea ardinis fecundi; ficque perpetuo, cuius gradus fue- 
rit funftio X terminum generatem conftituens^ eiufdem ordi- 
nis erit feries ex eo nata. 

51. Hanc ob rem feries poteftatum numerorum natu- 
ralium ad differentias conftantes pcrveniunt y uti ex fequenti 
fchemate fit manifeftum. 

F PO- 
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P O T E S T. I. 

I, 2, 3, 4, 5^ ^, 7> 8, »cc 
Diffef . I. 1,1, I , « , I , I , I , &c. 

p o T E s T. 11. 

i> 4, 9y i^, 2Si 3<^) 4j?j <^4> &C. 
Differ. I. 3, 5, 7, p, 11, 13, 15, &c 

Differ. IL 2, a, 3, 2, 2, 2, &c 

p o T E s T. iir. 
I, B, 27, (^4, 125, zi6^ 343, &c 
Differ. I. 7, ip, 37, tfi, 5,1, 127, &c 
Differ. II. 12, 18, 24, 30, 35, &c 

Differ. III, 6^ 6, 6, 6^ &c 

P O T E S T. IV. 
I, I^, 81, 25^, ^25, I2ptf, 2401, &C 

Differ, L 15, 6%, 175, ^tfp, ^71, 1105, &c 

Dif&r, IL 50, iio, i5>4, 302, 434, &c 

Differ. IIL 60 y 84, 108, 132, &c 

Differ. IV, 24, 24, 24, &c 

Quae igitur in capite praecedente de differentiis cuiufque or- 
dinis inveniendis limt praecepta, ea hic infervient ad termi- 
nos generales differentiaium quarumvis , quae ex feriebus na- 
icuntur , inveniendos . - 

52. ^ terminus generalis cuiufquam feriei fuerit co- 
gnitus , eius ope non folum omnes eius termini in infinitum 
inveniri , fed etiam feries retro continuari , eiufque termini , 
quorum exponentes fint numeri n^ativi, exhiberi poterunt, 
loco X numerQS n^ativos fublHtuendo : fic , fi terminus ge- 

XX^ 2 X 

neralis fiierit ^ ponendo loco x tam negativos quam 

aifirmativos indices, feries atrinque continuata erithuiufinodi. 



I N D I c £ s» 
«cc.-5,-4,-3r2>-i, o, ^i, 2, 3, 4> 5> <^, &c^ 

S E R I £ S. 

&c+5,+2, o,-r,-i, o, 2, 5, p, 14, 20, 27, &c 

DifFer. L- -3>^V> «» b ^> ?> 4> 5> ^9 7> &c. 

Differ. II^ i, i, ly i, i, j, i,, t, i, i, &c 

* « * 

Cura igitur ex drfferentiis terminus generalis formetur, quae- 
que feries ex differentHs retro contiRuari poterit; ita quidem, 
ut , £ . diflfecentiae ttndem fiaht €Otiftantes j hi - termiui finite 
exiiiberi) coiitra vero pe^ exprefficmfno ingnitat^ affignarl 
queant : Quin etiam .ex terraino generali, ii ^ermini, quo^ 
fum indices func frafliy 4«iiueniur^ ip. quo iefieruEn IH^^ 
TERPOLATib continetur,. 

53.' His de termino ferierhni generali moriitis, pro-i 
grediaraur ad fununam*^ feu^t^rmimjm fummatorium ferie- 
rum cuiufqutf ordihis ' mveftigaiidUm'. Propofita 'atitem qua* 
cumque ferie^. TERMIN^US fummMQviut efl: fuh6lio ipfius 
x.^ quae aequalis efi fummae tot terminorum feriei , quot 
unitates contiqa munerus x. Ita ergo terniinus fummatorius 
erit comparatusy ut fi pooaeur ji^s i , prodeat torminus pri- 
mus feriei ; iin autem ponatur ^r sa ^ , ut prodeat funm;ia pri- 
^i & fecvmdi ^ &£)d. autem jt s 3 , fununa primi ^ iecundi 
ac tertii ; iicque deinceps . .Hinc , fi ey - ferie propofita noval 
(eries formetur^ cuius primus terminus aeqqaUs fit primo iU 
lius ) fecundus aequalis lummae duoram , tertius ae<pialis fum^ 
mae trium, at^ue ita porro, haec nova feries vocafur illius 
fummatrhc ^ humfque feriei fumraatricis terminus genoralis 
erit terminus fummatorius feriei propofitae : ex quo inventjio 
termini fummatbrii ad inventioneifi termini genera^lis revocatun 

54. Sit ergo feries propofita haec 

huiufque feriei iununatrix fit 

F z A 
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A, A> , A", A"«, A»'', A'^, &C. 
erit «X eios natura modo expofita: 
A = « 

A» = 4 + 4« 

A" = 4 + ^* + -*" 

A'7i = tf + «»+<»" 4- -»"> 

A>» = «» + <»' 4- <*" + i»"» + 4»«V 
&c 
Hioc reriei ruminatricis di&roitiae erunt: 
A»— A = *i; A"— A«s=4"; A»"— 'A"r=4"'; &c, 

unde feries propofita termino primo minuta erit feries difi»' 
rentiarum primarum feriei fummatricis . Quod ii igitur feriei 
fammatrici praefigatur terminus c= o , ut habeatur : 

o, A, A» , A", A"*, A«v, A^, &C. 
iiuius ieries primarum difierentiarum erit ipla feries propofita : 

55. Hanc ob rem feriei propofitae diSerentiae primae, 
erunt diffefentiae fecundae iimunatricis , atque differentiae fe- 
cundae iliius erunt diffeFentiae tertiae huius, teniae autem 
illius quartae huius, atque ita porro. Quaie, fi feriesproj^ 
fita tandem habeat differeotias conftantes, tuiK; etiam eius 
fiunmatrix ad diiferentias conilantes deducetur , eritque igitur 
(eries eiu^m naturae , at uno ordine fuperior . Huiufinodi er- 
go ferierum perpetuo terminus fummatorius exhiberi poterit 
per expr^ionem ikitam. Namque terminus generalis ieriei : 

o, A, A' , A", A»", A'^, &c 

feu is , -qui indici « convenit exhibebit fummam « — i ter- 
minorum feriei huius 4, <*», 4" ,/»»", «»»'', &c at^e fi 
tum loco N fcribaiur * + i > orietur fumnu tt terminorum , 
ipfeque terminus fummatorius. 

5^. Sit igitur ieriei ptopofitae. , . . 



C A P UT II 45 

«, 4» 5 4", i«"S ^X^, <»▼, 4VI, &C 

Series differentiarum prlmaruni 
- ^, ^i, ^", *'", ^»^, ^'^, b^^y &c 
Series dififerentiarum fecundarum 

Series difTerentiarum terti^ni 

dy l/S </", </"S- </»^, //^, </", •&C 

(icque porro donec ad difierentias conftantes perveniatur. De- 
inde formetur feries rummatrix, quae cum praefixa o in lo- 
cum termini primi, cum fuis dififerentiis continuis fe habebit 
iequenti modo : 

I N D I c £ s. 

SUMMATRIX. 

o, A, A», A", A"S A'v, Av, &c 

SERIES PROPOSITA. 
«, 4«, 4", rf"», tfiv, rf'^, rfVij &C 

DifFer. I. *, ^' , *", *"», ^'^, ^^ , *^', &c 

DifFer. IL. c, c» , c " , c"', c*^, f ^ , fvi , &c 

Differ. III. dy W« , J" , i/"S </»v, //% ^/^S &c - 

erit feriei fummatricis terminus generalis , feu qui indici h 
refpondet 

1.2 I. 2. 3 

qui fimul exhibet fimimam * -— i terminorum feriei propo- 
fitae, 4, 4», 4", 4"», tfiVj &c 

57. Quod fi ergo in hac fiimma loco Af — i fcribatur 
Xy prodibit feriei propofitae terminus fummatorius fummam 
X terminorum compIe6lens 
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I. 2 I* 2. 3 I. 2. 3. 4 

Hinc, fi Ikterae by c, </, <?,- Valoresr iplis affigoaws re- 
tineant, erit 

s £ & I E I. 

TERMINUS GENERALIS. 

^ I. a I. 2. j I. 2. 3. 4 

+ &c 

ET TERMINUS SUMMATORIUS. 

^^+^i-i^^+^JizfXi-j) ,^<ni)0!:!Kfn) ^^^^, 

1.2 1.2^3 !• 2. 3» 4- 

Invento ergo feriei cuiufvk ordinis hoc y quem oftendimu^ , 
modo termino geoerali^ non difficulter ex eo terminus fumma- 
torius reperietur^ quippe qui ex iilHem dlfferentiis conflatur. 
58* Hit moaos terminum fumniatorium per difFeren- 
tias feriei inveniendi imprimis ad eiufmodi feries, quae tan- 
dem ad diflerentias condantes deducunt , efl accomodatus ; in aliis 
enim caiibus exprelfio. finita non reperitur • Quodfi autem ea y 
quae ante de indole termini fummatorii funt eipofita , atten* 
tius perpendamus^ alius modus ie offert terminum ^fummato-. 
rium immediate ex termino generali inveniendi^ qui multo 
latius patet^ atque in infinitis cafibus ad expreffiones finitas 
deducit, quibu$ prior modus infinitas exhibet^ Sit enim pro- 
pofita feries quaecunque* 

a^ by Cj d^ Cy fy 8cc. 
cuius terminus generalis, feu indici x refpondens fit ssX; 
terminus autem fummatorius fit =S, qui cum fummam tot 
terminorum ab initio exhibeat, quot numerus x continet 
unitates , erit fumma ;tf — i ternunorum =5 S — X ; erit^ue 

adeo 
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adeo X differentia expreffionis S — X , cum relinquatur ^ fi 
haec a fequente S fubtrahatur, 

5p. Cum igitur fit X=:A(S — X) differentia eomodo 
fiimta ^ quem capitc praecedente docuimus , hoc tantum di- 
fcrimine , ut quantitas illa conftans (O hic nobis fit =: i. 
Quare , fi ad fimunas r^ediamur , erit ]SX = S*~X, 
ideoque terminus fiunmatorius quaefitus 

Sa=2X + Xf C. 
Quaeri ergo debet fumma fun£lionis X methodo ante tradi* 
ta y ad eamque addi ipfe terminus generalis X, eritque ag- 
gregatum terminus fummatorius • Quoniam autem in lummis 
fumendis involvitur quantitas confians , five addenda five fiib- 
trahenda; ea ad praefentem cafum accomodari debebit • Ma- 
nifefhim autem eft , fi ponatur x^=^o ^ quo cafu numerus 
terminorum fiimmandorum eft nullus , fiimmam qudque fore 
nullam; ex quo quantitas illa confians C ita determinari de- 
bebit , ut pohto ;c = o , fiat quoque S = o. Pofitis ergo in 
illa aequatione S = 2X + X + C tam S = o , quam «j = o , 
valor ipfius C invenietur. 

60. Quoniam ergo hic totum n^otium ad fummatio- 
nem fimflionum fupra monfiratam reducitur^ ]N>nefidoa3=i, 
exinde depromamus fiimmationes traditas; ac primo quidem 
pro poteftatibus ipfius x erit 

Sx = W' — i* • • 

^x^ = ^^ — {x^ + ix^ -^ i^' • 

S^' = 1^^ — i^' + T^^ ~ U' + > 

quibus acceufeatur fiimmatio ggieralis .poteftatis x^ §. 29. 
traJita , dummodo ibi nbique ioco « imitas fcribatur . Ha- 
rum ergo formularum ope omjaium ferierum , quarum termi- 



48 C A P U T 11, 

ni generales funt fun£liones rationales integrae ipfius x , ter» 
mini funiniatorii expedite inveniri poterunt. 

6i. Denotet S. X terrainuni fummatorium feriei , culos 
terminus generalis efl =X' eritque, ut vidimus, 

^.X = 2X + X + C 
dummodo conftans C ita afliimatur , ut terminus fummato- 
rius S.X evanefcat poflto x^o. Hinc igitur termiaos fum- 
matorios ferierum potefbtum , ieu quarum termini generaies 
compreheDduntur in liac forma x" exprimamus » Pofico itaque 

S.x''=i + 2« + 3" + 4'+ . . . +*• 

erit 

1 n , nCn-^iYn — 2) 

»Ti 2.3 *• 3« 4« 5 

»(»-i)(»-2)(»-3X»-4) , »(«-i) . . {n'6) 

2. 3» 4- 5- tf. 7, 2. 3 • . • o. 5^ 

^^i) . . (/^-8) ,,, n(n^i) . '. (^io)' 

-f- ^, — — — X ^ — n^ . — — fc 

2. 3. 4 . . 10.11 2. 3 . . 12. 13 

1 .. »(«-i) • • (»-12) ,, ,,„ nfn^i) . . (»-14) 

2. 3 ... 14.15 ^ 2.3 .. . ld.17 

^ 43?i7. ^ njn—i) {n ^i6) ^,^ 

42 ' 2.3 18. i^ 

-. ^.'^'^'^'^77 »(«—1) (»—i 8)^ ^ 

iio * 2. 3 20. 21 

+ ^54513 ^ »(»— (» — 20) ^^, 

<^ 2. 3 . 22 . 23 

1181820455 »(»— i) (» — 22) ., 

S4<^ 2« 3 24. 25 

^ 7^977917 ^ »'(»— i) ;..... (» — 24) ^_,, 

2 * 2« 3 ♦ 2tf. 27 
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tf2» Hinc ei^o rummae pro variis IpTuis n valoribus 
ica k habebunt» 

S.«J =7»4 +i.^j +1««^ 

S.«4 =:|^J +ix4 +fxJ — f/» 

S.xJ =}x< +T«» 4-f»*4 — s^ 

S.*< =f«7 +fx«» +ixJ — I «J -h^K 

S.x7 =:ix8 +^^ +1^ _i ^4 +Ai,* 

S.II» =1*? +i«» +7*^ — f, «S + 7 «> — /i « 
S.*9 =i«« + |*9 4.ix» T- f„ »"^ + T «4 — h «* 
S.x'« = ix" + Tx" + |x? — xr + x5 — i *' +r»« 
S.X" = ix^» + |«" + H*"'*» — y *» + ^;^ ^* — T «♦ + r.«* 
S.x" = ixn^fx"+ X" — yx> +7*»' — ro«' +7«' 

S.x^J = i«^<^ + f^'5 + i^«— ^ x^» + Vi^^»^ — V/*« + Vi^*^ 

-v^^+?^* 



Ts ^' T j ** si 
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quae fiunniae ex fbrma generali ufque ad poteflatem vigefi- 

G mam 
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mam nonam continuari poflunt . Atque adhuc ulterius pro. 
gredi liceret, fi coefficientes illi numerici ulterius eiaent eruti . 
6^. Ceterum , in his formuiis lex quaedam obferva- 
tur, cuius ope quaelibet ex praecedente fecile inveniri poteft, 
excepto tantum termino ultimo , fi in eo poteftas ipfiiis x 
prima contineatur : tum cnim in fiimma fequente unus ter- 
minus infuper accedit. Hoc autem omiffo, fi fuerit 

+ »!*"""' — &:c. 
erit fequens fumma : 

»-4 »~ 5 »-8 

unde fi n fuerit numerus par , fequens fumma vera prodit : 
at Ii n fuent numerus impar , tum in fequente fumma prae- 
terea defiderabitur terminus ultimus, cuius forma erit + a>*'. 
interim tamen hic fine aliis fubfidiis itainveniri poterit. 
Cum enim fi ponatur j? = i , fumma unici tantum termini , 
( hoc eft terminus primus , qui erit = i ) oru-i debeat : 
ponatur m omnibus terminis iam inventis ;tf = i , ipfaque 
iumma ftatuatur = i , quo fa^o valor ipfius elicietur , eo- 
que myentp ulterius progredi licebit . Atque hoc paflo 
omnes iftae fummae inveniri potuiflent. Sic, cum fit 

erit S.*« = i,i«7+|.i^«+|.i^5_|.i^, + ^p^ 

feU S.^= f x^-f I ^J^ L ^,_ . ^3 + (p^. 

PoMtur nunc * = i , fiet i=i + i+i-.i+^ iaeoque 
<P— * — 7=5) uti ex forma generali invenimus. 

6^ Ope harum formularum fummatoriarum nunc faci- 
le omnium ferierum , quarum termini generales funt fiinftio- 
nes iphus X rationales integrae, tcrmini fummatorii inveniri 

po- 
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poterunt , hocque multo expeditius , quam praecedente me- 
thodo per difierentias . 

EXEMPLUM I. 

btvenire terminum fummatorium huim feriei 
2,7, 15, 2(J, 40, 57, 77, 100, 125, &c 

tuius tetminus generalis cfi » 

. Cum termiQus generalis conftet duobus membris, quaeratur 
pro utroque terminus fummatorius ex formulis fuperioribus 

& S.jx =s • • . :j**+i^ 

eritque S.-?^~=l*3 +*^ + t* = t^(^+ i)' 

2 

qui eft terminus fummatorius quaefitus . Sic , fi ponatur 
irassj^ erit T.5'a=:po, fumma quinque terminorum 
2 + 7 + 15 + 2(^ + 40= po. 

EXEMPLUM IL 

Invenire terminum fummaforium feriei 

I, *7> ?2S, 343, 725>, 1331, &c. 

quae continet cuhos numerorum imparium . 

Terminus generalis huius (eriei eft 

= (2«— i)' = 8x' I2** + tf«-— I, 

ande terminus fummatorius fequenti modo colligetur. 
+ 8. S. «3 =r 2X* + 4*^ + 2«» 

& — 12. S. »' = . — 4«' — tf«* — 2^ 
atque + tf. S. « = . . . + 3«'* + 3* 
denique — i. S. *o = . . . . . — xl 

Erit fcilicet fumma quaefita = 2j?* — x*^xx (zxx-^i)* 
Uti , fi ponatur ;tf=<^ erit $6, 71 =2 55(J fumma fex temunorom 
feriei propofitae=i+27 + 125 + 343 + 72^+1331= 255^. 
((5. Quod fi termmus 'generalis fuerit produ£Him ex 

G 2 fa^ 
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fkftoribus iimplicibus , tum terminus fummatorlus focilius tc- 
perietur per ea , quae fupra. §. 32. 8c (equentibus funt tradi- 
ta . Cum enim , pofito w = i , fit 

& S (x + »)(x + »+i) = T(* + "--0(«+f')(*+»+i) 
& 2 (*4.«)(*+»J.i)(je+»+2)=i(*+»-i)(*+»)(*+«+0(*+»+^) 

fi ad has fummas ipibs terminos generales addamus , fimulque con- 
Hantem adiiciamus , quae pofito x= o , reddat terminum fumma- 
torium evanefcentem, fequentes obtinebimus terminos fummatorios 

& S.(i.4.»)(*+ v+ 1)=^ (^+^^^H^^ ' )(*+«+2)~ i<»+ 1)(«4.2) 

& s.(«+»)(x+»4.i)(x+»4.2)~ -;(*+«)(*+»+i)(x4.»+2) («+»+3) 

— X«+l)(«+2)(«+3) 

ficque porro. 

Si ergo iuerit vel » c= o vel » = — i , quantitas conftans 

in his fummis evanefcit. 

66. Seriei ergo 1,2,3,4,5, &c. cuius terminus 

generalis eftc=^, terminus fummatorius erit c=\ x {x-^ri) 

feriefque fummatrix haec: i, 3> ^, 10, i^,&c. cuiusporro 

' • xix-^-i) (^+2) 

terminus furamatorius erit = ■ — • & ieries fum- 

1 . 2. 3 

matrix hacc: 1,4,10,20,35, &c. Haec vero denuo termi- 

num fummatorium habebit =: —^ —^ , qui 

!• 2. 3. 4 ^ 

erit terminus generalis fcriei i,'5, 15, 35, 70, &c. huiufque 

r . • - ;v(Ar+i)(^+2)(^+3)(^+4) , 
termmus fummatorms erit =r =^-^ -^ -^-^ . 

I. 2. 3. .4. 5 
Hae autem feries prae reliquis probe funt notandae, quoniani 
earom ubique ampliilimus eft ufus . £x his enim defiimun- 
tur coefficientes bmomii ad dignitates eievati, qui quam late 
pateant^ cuique in his rebus parum verfato abunde conftat. 
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^7. Ex his etiam illi termini fummatorii,-quos ante 
ex differentiis elicuimus, facile inveniuntur. Cum enim ibi 
terminum generalem fequenti forma invenerimus expreffum 

I 1.2. 1.2.3 

n cuiufque membri terminum fummatorium ^uaeramus eoique 
omnes addamus , habebimus terminum fummatorium huic 
termiuo generali convenientem . Sic cum fit 
S I = ;tf 
& S (*~i) = { xix—i)^ 

atque S (*--i)(* — 2) = 7 *(*—!) (*— 2) 

& S (*— i)(;r-2)(Ar— 3) = i * (Af— i)(Ar-^2)(Af— 3) 

• . &c 
eric terminus fummatorius qnaefitus: 

1.2 I. 2. 3 ' I. 2. 3. 4 

quae forma non difcrepat ab ea, quam ante ex diflerentii; 
obtinuimus . 

6^. Deinde etiam haec terminorum fummatoriorum 
inventio ad fra^liones accomodari potefl : quia enim fupra 
§. 34. invenimus effe, ponendo 0=1 

I I 



(;f+»)(Ar+»f i) "" • A? + » 

(*+»)(*+»+!) x-rn-fi »+i 

Simili modo, fl ad fununas fupra inventas ijpfos teriMinoj 
generales addamus, feu quod idem efl, fi in ilhs exprefTionir 
bus loco X ponamus x-\-i habebimus 

I —.«.2 . ■ I ... 

' (jf+»)(*+»+i)(Ar+»+2) 2 * (Ar+»+i)(*+H-2) 

+ T« 



* («+i)(H^^) 
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& S. 



(;. + ») (* + »+!) (^ + «+2) (x + »+3) 

I I .II 



+ T. 



a^^+^+iX^+^+OC^+^+s) 3 * (»+i) (»+2) (»+3) 

quae formae facile pro lubitu ulterius continuantur . 

^ * (*+»)(*+»+i) »+i «+»+i 

crit quoque S. --7-- — S. 



*+» «f+»+I » +1 «+»+! 

etfi ergo neuter horum duorum termlnorum fummatoriorum 
feorfim exhiberi poteft, tamen eorum difFerentia cognofcitur; 
hincque in pluribus cafibus fummae ferierum iatis expedite 
affignantur: id quod ufu venit, fi terminus generalis fiierit 
fira^io, cuius denominator in fa^ores fimplices refolvi po- 
tefl. Tum enim tota fraftio in fra£liones partiales refolva- 
tur; quo fa£lo, ope huius lemmatis mox patebit , utrum 
terminus fummatorius exhiberi queat nec ne. 

EXEMPLUM I. 

Invenire termtHUm fummatorium feriei huius : 

I + T + i + s + i^ + n + &c. 

cuius terminus generalis eft = ■■ ■ . 

Terminus ifle generalis per refolutionem reducitur ad haac 

formam 3 ^ -- — , Hinc terminus fummatorios erit 
X *+i 

=:2S.— •— iS.—jr— , qui ergo per praecedens lemma erit 
=2 — 3:-_.. sic,fi fit j:=4 eritjS=i+7+7+n' 

«+I «+I ' TJ » » 

EXEMPLUM IL 
^aeratur terminus fummatorius feriei buius : 7 , 5 , 5 > w > w > ^^ 

cum rcrminus generalh eji =-—7; • 
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Quia termini generalis denominator Jiabet faftorw 
2«— I & 2«+ 3, is refolvetur in has partes; 



I 

4 



At eft S. 



2«— I 4'2;e + 3 ^" — i 
1 - I . I 



8*H^' 






& 



crgo 



«+T *+i 3 



* + 7 

I 



«+f 



S. 



*— T 



-s.4,=2+i. 

*+T 5 



*+T «+i 

cuius pars c£lava dabit terminum liunmatonum ^uaefitum nempe 



= -=- + 



——— j(±i5) 



£,_I^ I Jl ^^ 

4 i2'8Ar4.4'8;v4.i2~4'f+2 '3(4*+<^)"~ 3(241X2^3)* 
70. Quoniam numeri figurati , ^uos coeificientes binomii ad 
dignitates evefti praebent, prae ceteris notari merentur, fum- 
mas ferierum exhibeamus , quarum numeratores fint s= i 
denominatores vero numeri figurati ; id quod ex §. tf8. fecil^ 
fiet. Seriei ergo cuius 

Terminus generalis eft Tcrminijs fiunmatonus Cfit ■ 

r 

' • 2- • 



<*+l) 
2. 3. 



I. 



«(*+l)(«+2) 

2. 3- 4 



• *(«+l)(^+2)(^+3) 
I. 2. 3. 4. 5 



"(^+O^W-^^^x+j^^^+^) 



«+I 
'' 3 

(^+O^^^+i) 

I. 2. 4 

(*+l)(*+2)(A+i) 

_ i- 2- 3- 5 



(«+i)(*+2)(*+3)(W-4) 
&c 



na- 



3^ 
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unde lex , qua iftae expreffioiies progrediuntur , /poirte appa- 
ret. Neque vero hinc terminus fummatorius , qui conveniat 

termino generali — , colligi poteft, quippe qui performulam 

X 

definitam exprimi pequit . 

71. Quoniarh terminus fummatorius praebet fummam 
tot terminorum , quot unitates continentur in. indice x ; ma- 
nifeftum eft harum ferierum in infinitum contintiatarum fum- 
mas obtineri , fi ponatur index x infinitus : quo cafii expref- 
fionum modo inventaruni termini pofteriores , obdenomina- 
tores in infinituro abeuntes , evaneiceut * . 
Hinc iftae feries iofihitae finitas liabebunt fummas , quae eruiit 

.: i.+ i + '7 + ,^+ h + Scc- = 

.1 + T + rp + i+n+ &C. = 

i + T + n + f, + 7^ + &c = 

I + 7 + .^ + f. + i^ + &c. = 

I + 7 + 5 + 5 + irj + &c. = 

tomniiira ergo ferieram , quarum termini fummatorii haben- 
tur y in infinitum continuat^rum funimae exhiberi poterunt 
pofito x^=^^ y dummbdo hoc cafu fummae fiant finitae: 
^uod quidem evenit ^ fi in termmo fununatorio x tot ha- 
beat dunenfiones in denominatore , quot habet in numera* 
tore# 
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C A P U T III. 

DE INFINITIS 
ATQUE INFINITE PJRVIS. 

71. 



lum omnis Quantiias, <}uantumvis fit magna^ ulttrius 
augeri pofllt, neque qaicquam obftet, quominus ad datam 
quantitatem quanicumque alia quantitas eiusdem generis addi 
queat; omnis quoque quaniitas nne fine augeri poterit : neque 
ienim unquam tam magna fiet , ut ipfi nihil amplius adiici 
pofllt . Nulia. ^itur datur quantitas tam magna^ qua maior 
concipi nequeat : hincque extra dubium erit pofitum y omnem 
quamitatem in injinipum augeri pojfe. Qui enim hoc nega- 
y^rit, is affirmare cogitur, dari nmitem^ quem quantitas, 
-cum attigerit, fuperare nequeat, atque idea ftatuere debebit 
quantitatem, cai nihil; amplius adiici poffit ; quod cum fit 
abfiirdum atque quantitatis notioai adverletur, aeceilario con- 
cedendum eft^ omneiU quantitateni fine fine continuo magis., 
hoc eft) in infinitum augeri pofie. 

73« Jn fingulis quantitatum rpeciebus hoc etiam clarius 
perfpicietur ^ Sic , nemo facifc reperietur , qul ftatuerit feriem 
numerorum naturalium i , 2 , 3 , 4 ^ 5 5 ^ > &c. ita ufquam 
efle determinatam 5 ut ulterius continuari non poflit. Nuilus 
enim datur numerus , ad quem non infuper unitas addi y fic- 
que numerus fequens maior exhiberi queat; hinc feries nu- 
merorum . naturalium fine fine progreditur , neque unquam 
pervenitur ad numerum maximum , quo maior prorfus non 
detur • Simili modo linea re£la nunquam eoufque produci po. 
teft, ut infuper ulterius prolongari non poflit. Quibus evip. 
' citur, tam nunieros in.mfinittmi augeri , quam lineas in in. 
fioitum produci pofle • Quae cum, fim fpecies quantitatum , 

H ' fimul 
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fimul intelligitur , omni quantitate , quaatumvis fit magna , 
adhuc dari maiorcm-, hacque d^nuo tnaiorem , Jicque augendo 
continuo ulterius fine fine, hoc eft in infinitum, procedi 
pofle . 

74. Quanquam autem haec Jimt adeo perfpicua, ut 
qui ea negare veilet, fibi ipfe contradicere deberet; tamea 
ifta infiniti do6lrina a pUiribus , qui eam explicare funt co- 
nati y tantopere eft offiiicata , tantifque difficultatibus atqu^ 
etiani contradidionibus obvoluta, ut^ qua fe extricarent^ 
nulla via pateret. £x eo, quod quantitas in infiaitum auge». 
fi poflit, quidam concluierunt , dari revcra quanticatem infi*; 
nitam \ eanKjue ita de£:ripierunt ^ ut BttHufn amplius au|T 
mentuni rufcipere pofiit • Hoc aattm ipfi> ideam quanti^tu 
evertunt ^ dum eiuiiiiodi quaotitateni ftatumrt , qua^ ulterius 
augeri nequeat. Praeterea vero fecum ipfi infioitum adlnitten* 
tes pugnant; dum enim incremenri, quo quantitas fit capax, 
.finem iaciunt , fioiul negant ijuantitatem fine fine auge^i pof^ 
ie, neganc ergo quoque quandtatem in infinitum augeri po^ 
ie ) quoniam utraque locutio congruit : ficqiie , dum quantitar 
tem infinitam ilatuunt , eam fimul toilunt • Si enim quantit^^s 
fine fine, hoc eft in infinitum^ augori nefpieat, certe nuila 
quantitas infinita exiftere poterit . 

75« Hinc igitur ex eo ipTo, i^od cminis quantitas in 
infinltum augeri pofllt, iequi videtur nuilam dari quantita- 
tem infinitam^ Quantitas enim continuis incrementis au£la, 
infinita non «vadet , nifi iam fine fine increverit : quod au- 
tem fine fine fieri debet, id non tanquam iam fii6lum conci- 
pi poteft. Interim tamen non foium huiufinodi quantitatem, 
ad quam incrementis fine fine congeftis pervenitur, certoclu- 
railere irtdicare, ficque debito modo in calculum inducere li- 
cet , uti mox fijfius oftendemus ; fed etiam in mundo eiufino- 
di cafus exiftere, vel (aitem concipi poflunt, quibns pume- 
rus itifinitus aftuexiftere videatur. Sic fi materia Jn. infini- 
tum fit diyifibilisj uti plures Philofophi ilatucrunt , inuni.ei%is 

par- 



pnivmy qulhug datum ^uodque materiae fruflum conftat^ 
revera erit infinitus ; fi, enim ftatueretur finitus , raateria cer- 
te non in ixifinitum foret divifibilis . Simili modo fi univer- 
fus mmukis e&t infinitus^ itti pluribus piacuit, numerus cor* 
porum mrnidum . combonecitium. fiuitus cetta efr& non poflet y 
ioratque idea.quoqae uifinitus*. 

7^- Hacc .etiamfi. inter fe pugnare- videantur, tameo 
fi attentius perpendantur , a cunflis incommodis liberari po- 
tenmt • Qui enim ftatuit materiam in infinitum effe divifi- 
bilem , is negat in divifioiie materiae continua unquam ad 
parces tam 'parvas perveniri^ quae ulterius dividi nequeant : 
nullas erga materia. habebit. partes, ulterius individuas; cum 
fingulae* particulae-^ ad quas per continuam divifionem iam 
fit perventum., ulterius (e fubdividi^ patiantur. Qui igitur 
dicit Iioc cafii. numerunx partium fore infinitum j is partes 
ultimaS) quae ulterius fint individuae, intelligit; ad quas 
cum nunquaok perveniatur , Sc qnae propterea nullae funt y is 
has ipfas paFtes^ qoae nullae funt, numerare conatur. Si 
enim materia fine fine continuo^ ulterius fubdividi poteft, 
partibus individuis ieu. fimplicibus prorfus caret : neque adeo 
quicquam fupereft ,. quod numerari queat • Hanc ob rem qui 
materiam in infinimm divifibilem. ftatuit, is fimul negat, 
materiam ex partibus fimpHcibus efle compofitam.^ 

"^y. Quod- fr autem, dum depaKtibus alicuius corporis 
feu materiae loquimur , non ultimas feu. fimplices , quippe 
quae nullae iimt, intelligamus:, fed eas^ quas divifio revera 
produxit; tum admiffit hac hypothefi: de divifibilitate mate- 
riae in infinitum, unumouodque vel minimum materiae fru* 
ftum non fblum in plurimas partes diffecari, fed etiam nul- 
lus numerus tam magnus aflignari poterit ^ quo non maior 
partium ex illo frufto fe£lkrum numerus exhiberi queat . Nu- 
merus ergo partium non qutdem ultimarum y fed quae ipfae^ 
adhuc fint ulterius divifibiles^ quae unumquodque corpos 
componunt ^ omni numero affignabiii erit maior « Simili mo^ 

Hi do^. 
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do , (1 univerru:> mundu^ fit infinitus , numeros corporum 
munduni cbnflituentium pariter omni affignabiii erit raaior; 
qui cum finitus efie neoueat, fequitur nimierum infinitum & 
numerum omni afT^flabili maiorem effe nomina ryuonyma; 

78. Qui ergo hoc niodo divifibilitatem materiae in 
infinitum intuetur , nullis incommodis ^ quae vulgo huic opi« 
nioni imputantur^ fe implicat, nihilque affirmare cogitur, 
tjuod fanae rationi adverfetur • Qui autem contra. materiam 
in Hifinitum divifibi4em effe n^ant^ ii in maximas difficul*^ 
tates prolabuntur, ex quibus fe nullo prorfus modo extrahe* 
re poflunt. Statuere enim coguntur unumquodque corpus non* 
iiifi in certum partium numerum diflecari . pofle ^ ad quas fi 
fuerit perventum 5 nuUa divifio ultcrior locuni iiaveniat; quas 
ultimas particulas alii atomos ^ alii monades atquc w/w ^w^ 
plicia vocant. Cur autem iftae ultimae particulae ,nullam 
^mplius divifionem admittant, duplex effe poteft caufa; altC'» 
ra^ quod omni extenfione careant; altera quod quidemrint 
extenlae, fed tamen tam durae atque ita comparataie, ut 
•iiulla vis ad eas diffecandas fijfficiat, Utrumvis patroni huius 
opinionis dicant, fefe aeque difficultatifaus implicaut. 

75?. Sittt ^nim ultimae particulae. omnis exteofionis 
^xpertcs j ita ut partibus prorfus careant ; qua explicatione 
quidem ideam entiuni fimplicium optime tuentur.At, quem* 
admodum corpus ex finito huiufinodi particularum numero 
confkre queat^ concipi nullo modo potefl. Ponamus pedem 
cubicum materiae ex mille huiufinodi entibus fimplicibus effe 
compofitum , huncque aftu in mille partes fecari ; quae fi 
fint aequales^ erunt digiti cubici: fin. autem fint inaequales, 
aliae erunt maiores aliae minores. Unus igitur digitus cubi- 
cus forct ens fimplex , ficque maxima refultarct contradiftio ; 
nifi forte in digrto cubico ineflfe tantum unum ens fimplex, 
reliquumque fpatium vacuum * effe dicere velint : at vero 
hoc modo continuitatem corporum toUerent , praeterquara 
quod ifli Philofophi vacuum plane ex ^mundo profligant • 

Quodfi 
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Quodfi obiiciant numerum entiura fimplicium, quae pedem 
cubicum materiae conftituunt^ millenario longe effe maiorem, 
nihil omnino lucrantur : iucommodum enim , quod ex nume- 
ro millenario fequitur, ex quovis alio numero quantuni- 
vis magno aeque manat • Hanc difficultatem Acutiffimus. 
LEIBNIZIUS5 primus raonadum inventor, probe perfpexit, 
dum materiam abfolute in infinitum divifibilem effe ftatuit. 
Neque ergo ante . ad monades pervenire iicet , quam corpus 
aftu in infinitum fit divifum • Hoc ipfo autem exiftentiam 
cntium fimplicium, ex quibus corpora conftent, penitus tol- 
lit : nam qui negat corpora ex entibus fimplicibus efle com- 

f^ofita^ & iflle qui ibtuit corpora in infinitum effe divifibi- 
ia^ in eadem prorfus funt fententia. 

80. N^ue magis autem fibi conftant, fi dicunt ulti- 
mas corporum particulas extenfas quidem effe , /ed pb fum- 
mam duritiem iff partes divelli non pofle. Cum priraum 
enim in ultimis particulis extenfionem admittunt, eas ex 
partibus compofitas effe ftatuunt, quae, utrum rev&ra a fe 
mvicem feparari queant nec ne, parum refert; etiamfi nul- 
lam cau(am affignare poffmt y unde tanta durities fit orta. 
Nunc autem plerique, qui divifibilitatem materiae in infini- 
tum negant; hoc pofterius incommodum fatis (enfiffe viden- 
tur, quia priori ideae partium ultimarum potiffimum inhae- 
reht; hafque difficultates aliter diluere non poffunt, nifi ali* 
quot Ieviu(culis metaphyficis diftin£lioaibus , quae maximam 
partem eo tendunt, ut ne confequentiis , quae fecundum ma- 
thematica principia formantur^ fidamus; neque dimenfiones 
in partibus fimplicibus adhibcri oportere rcgeruut. At pri- 
mum demonftrare debuiffent, iftas fuas partes ultimas, qua- 
rum determinatus numerus corpus conftituat, extenfas prorfus 
non effe. 

81. Cum igitur ex hoc labyrintho exitum nuUum in- 
venire , neque obie£lionibus debito mcHio occurrere queant , 
^d diflin6liones confugiunt, refpondentes has obie6liones a 

fen- 
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kvS\h\x% atque imaginatione fuppeditari, io hoc autem nego- 
tio folum intelle6lum purum adhiberi oportere; feafus autem 
ac ratioCinia inde pendentia ^epifllme utlere. Intelle£his ici- 
licet purus agnofcet fieri pofre^ ut pars mille^ma pedis cubt- 
ci nuteriae omni extenuone careat, quod imaginationi ab- 
furdum videtur • Tum vero ^ quod fenfus iaepenumero ixU 
lant, res vera quidem eft, at nemini minus quam mathema- 
ticis opponi poteft. Mathefi» enim nos imprimis a fallacia 
lenfuum defendit^ atque docet obie^b^ quae fenfibus perci-^ 
piuntur , aliter revera efTe comparata y aliter vero apparere r 
haecque fcientia tutiflima tradit praecepta, quae qui fequun- 
tur, ab illufione (enfuum immunes fimt. Huiufmodi ergo re* 
fponfionibus , tantum abeft , ut Metaphyfici fuam do£h*iaani 
tueantur , ut eam potius magis. Ittfpe£tam efficiant .. 

82. Verum ut ad propofitum revertanuir , etiamfi quis 
n^et in mando numeruno infinitum revera exiftere ; tamen 
in fpeculationibus mathematicis faepifllme occurrunt queftio* 
hes, ad quas, nifi numerus infinitus admittatur, refponderi 
non poflet . Sic ^ fi quaeratur fiimma omnium numerorum , 
qui hanc feriem 1+2 + 3+4+5+ &c conftituunt ; quia 
ifti nuraeri fine fine progrediuntur y atque cirelcunt , eorum 
omnium fumma certe finita efle non poterit :: quo ipfo effici- 
tur, eam efle infinitam. Hinc, quae quantitas tan<a eft, ut 
onmi (juantitate finita fit maior, ea non infinita efle nequit* 
Ad humfmodi quantitatem defignandam Mathenutici iituntur 
lioc figno 00 ^ quo denotatur quantitas omni quantitate fini- 
ta , feu aflignabili , maior . Sic cum Parabola ita definiri 
ijueat, ut dicatur efle Ellipfis infinite longa, refte affirmare 
poteriftius axem Parabolae efle Lineam re6lam infinitam. 

83. Haec autem infiniti doftrina magis illuftrabitur, 
fi quid fit infinite parvum Mathematicorum expofuerimus . 
•Nullum autem eft dubium^ quin omnis quantitas eoufque 
diminui queat ^ quoad penitus evanefcat , atque in nihilum 
abeat. Sti quantitas infinite parva nii aliud eft nifi quantitas 

cva- 
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evaadcens, ideoque revera erit =o. Confentit quoque eft 
infiaite parvorum definitio, qua dicuntur onmi ^u^titate af* 
fignabili jninora : ii enim quantitas tim fuerit parVa ^ ut 
omni quantitate afngnabili (It minor, ea certe nou poterit 
non efk nuUa; namque nifi effet =o^ quautitas . afiignari 
pofifet ipfi aequalis, quod efl contra hypothefm • . Quaermti 
jcrgo^ quid fit quantitas infinite parva in Mathefi, refpoader 
mus eam efie revera = o : neque eigo in. hac idea tanta 
Myfleria latent^ quanta vulgo putanmr, & quae pluribus 
calculum infinite parvorum admodum fufpeflum reddKlenmt* 
Interim tamen dubia^ fi quae fuperemnt^ in fequentibus, ubi 
hunc caiculum fiunus tradirari, funditus tollentur. 

84. Cum igituf oflenderimus^^ quantitatem iufinite par- 
vam revera effe cyphram^ primum occurrendum efl obieaio- 
ni 9 cur quantitates infinite. parvas non perpemp. eodem cha- 
ra^ere o defignemus ^ fed peculiares notas ad icas defignandas 
adhibeamus • Quia enim omnia nihila funt inter fe aequaiia , 
fuperfluum videtur variis fignis ea denotare. Verum.quam- 
quam duae quaevis cyphrae ita "^inter fe funt aequales , ut 
earum difierentia fit nihil : tamen , cum duo (int modi com- 

f^arationis y alter arithmf^ticus ^ alter geometricus ; quoriun il- 
o differentiam y hoc vero quotum ex quantitatil»is compa- 
randis ortum fpe£lamus; ratio quidem arithmetica inter binas 
quafque cyphras efl aequalitatis , non vero ratio geometrica. 
Facillirae Iioc perfpiciemr ex iiac proportione geometrica 
2 : I = o : o , in qua terminus quartus efl = o , uti ter- 
tius. £x natura autem proportionis., cum terminus: primus 
duplo fit maior quam fecundus , necefle efl , ut & tertius da- 
plo maior fit quam quartus. r ' 

85. Haec autem etiam in vulgari Arithmetica funt 
planiffima : cuilibet enim notum efl , cyphram. pcf quemvis 
numerum niultipiicatam dare cyphram , eflcque «. o = o , lic- 
que fore » : i = o : o . Unde patet fieri poffe , ut duae cy- 
plirae quamcumque inter fe rationem geometricam teneant^ 

etiamfii^ 
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ctiamfi , rem aritlimetice fpefitatido ^ earum ratio femper fit 
aequalitatis • Cum igitur inter cyphras ratio quaecumque in- 
tercedere poillt, ad hanc diverfitatem indicandam confuito 
varii chara£leres ufurpantur; praefertim tum, cum ratio geo- 
metrica, quam cyphrae variae inter fe tenent, eft invefti* 
ganda. In caiculo autem infinite parvorum nii aliud agitur, 
uifi ut ratio geometrica inter varia infinite parva indagetur^ 
quod n^otium propterea, nifi diverfis fignis ad ea indicanda 
uteremur^ in maxmiam confufionem iiiaberetur, neque uUo 
jnodo expediri poflfet* 

85. Si ergo, prouti in Analyfi infinitorum modus fi- 
gnandi eft receptus , denotet dx quantitatem infinite parvam, 
erit utique tam dx:=zQ y quam adx=:Oj denotante a 
quantitatem quamcumque finitam. Hoc tamen non obftante 
erit ratio geometrica a d x : d x finita , nempe ut a : i ; 8c 
iianc ob rem haec duo infinite parva dx & adx^ etiamfi 
utrumque fit =0, inter fe confundi non poflunt, fi quidem 
eorum ratio inveftigetur. Simili modo, fi diverfa occurrunt 
infinite parva d x 8c dy^ ctiamfi utrumque fit =0, tamen 
eorum ratio non conftat. Atque in inveftigatione rationis in- 
ter duo ^uacque huiufmodi infijiite parva omnis vis calculi 
differentiaiis verfittur « Ufus autem huius comparationis , 
etiamfi primo intuitu admodum exiguus videatur , tamen 
ampliflimus deprehenditur , atque adhuc indies magis eiucet. 

87. Cum igitur infinite parvum fit revera nihil, patet 
quantitatem finitam neque augeri neque diminui , fi ad eam 
infihite parvum vel . addamus vel ab ea fubtraliamus . Sit /i 
quantitas finita atque dx infinite parva , erit tam a^-dx^ 
quam a — d x ^ & generaliter a±nd x =La . Sive enini 
relationem inter a±nd x & a arithmetice intueamur five 
geometrice , utroque cafu ratio aequalitatis deprehendetur • 
Arithmetica. quidem ratio aequaiitatis manifefta eft ; cum 
cnim fit ndx=zo ^ erit a±nd x — a=io : geometrica 

: ' . ■ . ve- 
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vero ratio aequalitatis inde patet , quod Ht =: i • 

it 

Hinc fequitur canpa iUe maxime receptus^ quctd infinin pay^ 

va prae^, Jinhix evane/cant , afquc ade^ borum rtf^c^u refici 

queant • QparQ iila obie6Uo , qua Analyiis infiaitprum rigo- 

rem geometricum n^igere arguitur , fponte cadit ^ cum nil 

aliud reiiciatur , nifi quod revera fit nihii* A(; propterea 

iure affirmare licet \ in hac fublimiori fcientia rigorem geo* 

metricum fummum , qoi ia Veterum libris deprehetiditur , 

aeqiie diligenter obfervari^ 

88. Quoniam quantitas^ infinite parva dx revera eft 

=:b ^ eius quoque quadratum dx'^ ^ cubus dx'^ y ^ quaevis 

^lia poteilas afiirmativum habens exponentem erit =: o , ideo- 

que aeque prae quantitatibus finitis evanefcent . At vero 

etiam quantitas infinite parva dx* prae ipfa dx evaneicit; 

crit euim dx±dx* ad dx in ratione aequalitatis , five com- 

paratio arithmctice five geometrice inftituatur. De priori 

quidem dubium eft nnllum, at geonietrice comparanda erit 

dx±dx* 
dx±dx* : dxrz r =iiiJ*=:i.^ 

dx ^ 

FaTimodo€ritdx±dx^=dxj Scg^Qraliter dx^dx^^^^^zdxy 
dummodo fit » numerus nihilo maior : erit enim ratio geo- 
metrica dx±dx'''*'^ :dx=:^i±dx^ ; ideoque, ob dx^^^Oy 
ratio aequalitatis • Si igitur uti in poteftatibus fit , vocetur 
dx infinite parvum primi ordinis , dx* fecundi ordinis , 
dx^ tertii ordinis & ita porro ^ manifeftum eft prae infihite 

Sarvis primi ordinis , evanefcere infinite parva altiorum or- 
inum. 

8p» Simili modo oftendetur infinite parva tertii ac fu- 
periorum ordinum evanefcere prae infinite parvis ordinis fe- 
cundi; atque in genere infinite parva cuiufque ordinis fupe- 
rioris evanefcere prae infinite parvis ordinis inferioris . Ita fi 
mfuexit numerus niinor quam nyQritadx'" ±'bdx'' zizadj^y 

l quia 
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quia dx* evanefcit prae ^ ^ , uti oftendimus . Hocque etiani 
in exponentibus fra£lis habet locum ; ita dx evanefcet prae 

V^d X feu rf^^j^itque a^dn^ bd^c^dVdn . Quodfi au* 
tem exponens ipfius dn fit=o ,- erit d^fi^szi ^ quanivis 
fit //;^ = o; hinc poteftas d^ ^ cum (iat =i ^ fi fit n^o^ 
ex finita ftatim fit quantitas infinite parva, atque ^xponensn 
nihilo fit maior. Hinc ei^ infiniti ordines infinite parvo^ 
rum exiftunt, quae etfi omnia fint =:o, tamen inter lepro- 
be diftingui debent, fi ad earum relationem mutuam , quae 
per rationem geometricam explicatur, attendamus. 

po. Stabilita notione infinite parvorum faciiius indo- 
lem infinitorum feu infinite onagnorum exponere poterimus • 

Notum eft valorem fraftionis — eo maiorem evadere, quo 

magis diminuatur denominator z; quare fi % fiat quantltas 
omni aflignabili quantitate .minor , feu infinite parva , necefte 

eft ut valor fia£lionis — fiat omni aflignabili quantitate ma- 

ior , ideoque infinitus • Quamobrem fi 4initas feu quaevis alia 
quantitas finita xlividatur per infinite parvum feu o , quotus 
erit infinite niagnus, ideoque quantitas infinita.. Cum igitur 
hoc fignum oc denotet quantitatem infinite magnam^. ifia. 

habebitur aequatio _ n c« ; cuius veritas quoque hinc pa- 

tet y quod fit invertendo — £=:i/xc=o. Namque quo maior 

ftatuitnr fraftionis — denominator %, eo minor fit frafiio-^ 

nis- valor , atque fi % fiat quantitas infinite magna feu 

:(=:OQ) necefle eft, ut iraRionis valor — fiat infinite parvus 

5^1. Qui utrumvis horum ratiociniorum negaverit eunaL 

in 
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m roaxima incommoda prolabi, atque adeo certiflima Analy- 
feos fundamenta evertere neceffe eft. Qui enim ftatuit valo- 



a 



lem fraftionis — efle finitum uti ^^, utrinque per denomina- 

torem multiplicando prodiret a:=±:o.B , atque idfeo quantita* 
finita -b pier nihil b naultiplicata praeberet quamitatem fini^ 
tam a^ quod eflet. abfurdunx. Multo jQiinus valpr iUe k fia*^ 

ftionis — poterit effe =3.0 : nani .0 per o multiplicata quan* 
titatem a producere- nullo modo poterit .. In idem abfurdum 

incidit, qui negat effe — =0,. ei enini dicendum erit eflc 

00 j 

JIs: ouantitati finitae b i quare cum ex aequatione — z=:b^ 
00 00 
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legitime fequatur haec ©o=-7 ,foret valor fraftionis-j., cu- 

b b 

ius munerator ac denominator funt quantitates finitae^ infini*^ 

te magnus , quod perinde foret abfurdum • Neque vero etiam 

yalores fra^Hojium -^ & — injaginaril ftatui' pbffmit; pro- 

ptercst ^ qtiod v^or friiViofiis , cuius i^um«ratOf eft finitus de- 
nt^tnatdr vero^ imaginariu» y neque infinitifc magnus neque 
infinite parvus eflfe poteft •. 

pz^ Quantita^ ergo infi^nite m^a ^ ad quam ttos haec 
confideratia perduxit y & quae fola in Adalyfi infinitoruift 
locum habet , commodiffime defiilituf dicendo , quantitatei» 
iofinite magnanri efle quotum, q»i ex divifione quantitatis 
finitae per infimte parvam oritur. Viciffim ergo erit quanti* 
tas infinitc parva qubtus , qui oritur ex divifione quantitatis 
finitae per infinite m^para . Quare , cum eiufmodi proportio 
geoinetrica fubfiftat y ut fit quantitas infinite parva ad fini* 
tam, ita finita ad mfinite ihagnam; uti quantitas ififinita in* 
finities^ mator eft ^uam finita, itaf quantitas finita infinitiej 

l 2 ma* 
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niaior erit quam infinite parva. Huiufmodi igituf iocutiones^* 
quibus plures offenduntur, non (unt iinprobandae ^ cum cer- 
tifllmis innitantur principiis* Deinde etiam ex aequatione 

— c=: oo fequitur fieri pofle y ut nihii per quantitatem infini- 

te magnam muljtiplicatom producat qnantitatem fimtam, qiiod 
alieniim videri poflet ^ niu planiflfune per iegitimam confe- 
qupntiam eflet deduftum, 

^3. Quoniam inter infinite parva , fi (ecundwp ratio-' 
iiem geometricam inter fe coitiparantur , maximum depreheir* 
ditur difcrimen , ita quoque inter quantitates infinite magnas 
multo maior differentia intercedit , cum non folum geometri- 
ce fed etiam aritlmietice comparatae difcrepent. Ponatur qua^- 
titas illa infinita, quae ex <livifione quantitatis finitae ^ per 

infinitae parvam dx britur, — A, ita ut fit — = A :erit 

utique — = 2 A & — =:wA; cum igitur & »A Ct quanti* 

tas iafinita , fequitur inter quantitates infinite magnas ratio-* 
nenr qiiamcunque iocum habere pofie. Hincque, fi quantitas 
infinita per numerum finittjra five multiplicetur , /ive divi^ 
datur, prodibit quantitas infinita* Neque ergo de quantita- 
tibus infinitis negari poteft, eas uiterius augeri pofle« Facile 
autem peripicitur , fi ratio geometrica^ quam duae quantita- 
tes infinitae inter k tenent , noa fuerit aequaiitatis , multo 
minus earum rationem arithmeticam oequaiitatis efle poflc^' 
cum potius earum differentia femper fit infinite magna • 

P4. Quantumvis autem nonnullis idea infiniti, qua in 
Mathefi utimur , fufpe£la videatur , qui hanc ob caufam 
Analyfin infinitorum profligandam arbitrantur ; tamen hac 
idea ne in partibus <}uidem Mathefeos trivialibus carere pof- 
fumus. In Arithmetica enim , ubi do£lrina logarithmorum 
tradi folet ^ logarithmus cyphrae & negatjlvus & infinite ma- 

gnus 
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gnus ftatultnr ^ neque qoifquam eft tam mente captos, ut 
hunc logarithmum.veL finitum vel adeo nihilo aequalem di-' 
cere audeat. In Geometria autem & Trigonometria hoc 
clarius apparet ^ quis enim imquam negabit tangentem lecanr 
temve. anguli re3i non efle infinite magnam? & cum re£lan- , 
gulum' ex tangente in cdtangehte^ fit radii quadrato aequa* : 
le , cQtangens autem anguli refti fit.= o ; in Geometria 
aSeo concedi dcbet , 'produftum ex nihilo & infinito efle 
pofle finitum. 

P5. Ciim fit y- quantitas infinita A , patet hanc 

/ A 

quantitateni -7- fore quautitatem" infinities maiorem , quam A : 

eft enim -7— : -r— isiza \ ^^ hoc , eft ut riumenjs finitus *ad 
dn . d'9Q i : : .: : ;. _. ..-, 

infinite magnum. Dantur ergo.inter quantitates Jnfiqite nia- 

gnas eiufmodi relationes, nt aliae aiiis infinities maiores efle 

queant. Sic 7-^ erit quantitas infinita iufinitics maior quam 

01 , • a . A A 

-7-:*pofito enim-r-=A erit -7 — = -r*. Simili mbdo erit 
d:9 ^ , dx dx^ dx 

a ^ ■ ' . . . . . . a . . 

jY <iuantitas infinita infinities maibf quam 7-^ , ideoque in- 

finities infinities maior quam -— r . Dantur ergo infiniti^ gra^ 

dus infinitorum y quorum quiique infinities maior eft quam 
praecedentes : atque adeo fi numerus m vel tantillum maior 

a 
fit quam n erit '-— - qUantitas infioifa infinities maior qilasi 

quantitas infinita-7-— . 
dx* 
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p6. Qtiemadmodum in quantitatibns infinite parvis 

dantur rationes geometricae inaec^uales, cum tamen rationes 

arithmeticae omnes fint aequaies : ita in quantitatibus infinite 

magnis dantur rationes geometricae aequaies , cum tamen . 

arithnieticae fint quantumvis inaequaies. Si enim 4 & ^ de- 

notent quantitates finitas *, hae . duae quantitates infinitae 

a a . 

— - + A & -7— rationem geometricam habent aequalitatis : 
dx dx * 

erit enim quotus ex earura divifione ortus = i + — = i 
. . ' a 

ob dx=o : interim tamen, fi arithmetice comparentur, ob 

difierentiam .= b , ratio erit^ inaequalitatis . Simiii modo 

h -T- ad -~ rationem geometricam habet acqualitatis • 

dx* dx dx^ . ■:-:'.. 

exponens enim rationis efl = i + ^iV= i ; verum tamen 

dififereatia efl -p- ideoque infinita* Hinc fi ad rationem geo- 

metricam fpeflemus , infinite magna inferiorum graduum prae 
infinite magnis fuperiorum graduum evanefcunt . 

^7. His de gradibus infinitorum praemonitis , mox ap- 
parebit fieri pofie', ut produ£lum ex quantitate infinite ma- 
gna in infinite parvam non fblum quantitatem finitam pro- 
ducat ) quod fupra evenifle vidimus ; fed etiam huiufmodi 
produ£lum effe poterit five infinite magnum five infinite par- 

vum. Sic quantitas infinita —, fi per infinite parvam dx 

dx 

' a 

Hiultipiicetur , dat produ£lum finitum rr^; fin autem ---- 

dx 

multiplicetur per infinite parvum dx^ , vel dx'^ , vei aliud 

fuperioris ordinis , produftum erit vel adx^ vel adx' ^ vel 

aax^ &c. ideoquc infinite parvum. Eodem modo intellige- 

tur, fi quantitas infinita ~ multiplicetur per infinite par- 
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vain dx y produflum fore infinite magnum : atque gencratim 

(i - — multiplicetur per hdx^^y produRum ahdx'^'^^ erit 

infinite parvum fi m fijperat n ; finitum fi m aequat «; & 
infinite niagnum fi m fuperatur ab ;?• 

^8. Quantitates tam infinite parvae , quam infinite ma- 
gnae in feriebus numerorum (aepimme oaurrufit, in quibu^ 
cum fint numeris finitis permixtae , ex iis lucuienter patcbit^ 
quemadmodum fecundum l^es continuitatis a quantitatibus fi« 
nitis ad infinite magnas atque infinite parvas traiifitio fiat • 
Confideremus primum feriem numerorum naturalium , quae 
fimui retro continuata erit 

&c. — 4— 3~^^~^ +^+ ^ + 2 + 3 + 4+ &C, 
Numeri ergo continuo decrefcendo praebent tandem a feur in- 
finite parvum y unde ulterius continuati ne^tivi evadunt • 
Quampbrem hinc intelligitur a iiumeris finitis affirmativig 
decrefceptibus tranfiri per o ad negativos crefcentes. Sin au^ 
tem eorum numerorum quadrata ipe^lentur^ quia omnia funt 
aflirmativa 

&c + i<^ + p + 4 + I + + I + 4 + p + itf + &C. 
erit o quoque tranfitus numerorura affirmativorum decrefcen- 
tium ad affirmativos crefcentes; atque fi figna mmenrar) erit 
quoque o tranfitus numerorum negativorum decrefcentium ad 
negativos crefcentes. 

^^4 Si ferics «onfideretur ,. cuius ferminas generalis efl: 
Vxy quae etiam retro contintuitt crit iuuttfinodi 

&C.+/— 3 +/— 2 +/— I +0+V1 +v^2 +/5+\/'4+&c. 
ex qua patet o , quoque tanquam linlifem confiderari poflfe ,* 
per quem a ^uantitaiibus realibus ad imaginaria tranfpatur • 
Si ifti termmi tanquam applicatae curvaram coiifiderentur , 
perfpicitur , fi eae fueiint affirmativae atque eoufque decreve- 
rint ut tandem evanefcant , tum eas ulterius continuatas vel 
fieri n^ativas, vcl iterum affirmativas vel adeo imaginarias. 

Idem 
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Idcm eveniet , fi applicatae primum fuerint negativae ; tum 
enim aeque poft quam evanuerint , fi ulterius continuentur , 
vel affirmativae fient , vel negativae vel imaginariae ; quorum 
phaenomenorum plurima exempia praebet doflrina de lineis 
curvis in libro praecedente tra6lata • 

loo. Eooem modo in feriebus occurrunt (aepe tcrmini 
.infiniti : fic in ferie harmonica y cuius terminus generalis eft 

— , indici x^o refpondebit terminus infinite magnus — ; 

totaque feries ita ie habebit: 

A dextra ergo ad finiftram progrediendo terniini crefcunt; 

ita ut ■- iam fit infinite magnus , quem cum tranfierint , fient 

negativi decrefcentes . Hinc quantitas infinitemagna fpeflari 
poteft tanquam limes ^ per quem numeri affirmarivi progref- 
11 fiunt negativi , & vicifllm : unde pluribus vifura eft, nu- 
meros negativos confiderari pofle , tanquam infinito maiores, 
propterea quod in hac ferie termini cojatinuo crefcpntes , poft- 
quam infinitum attigerint ^ abeant in negativos . At vero fi 

ad feriem ^ cuius terminus generaiis eft — , attendamus , poft 

tranfitum per infinitum rurfus prodeunt termini affirmativi. 

, &c i + i + ^ + 1 + f + : + i + &c. 

quos tamen nemo infidito maiores dixerit. 

loi. Saepenumero quoque in feriebus terminus infiai- 
tus conftituit limitem , terrainos reales ab imaginariis fegre- 

gantem , uti fit in ferie kac , cuius terminus generalis eft -r 

V*-3 V--2 ^V-i ^ o ^Vi^V2 ^Vs 

ne- 
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neque tamen hihc iequitur y imaginaria efle infinita maiora : 
quotiiam ex ferie ante allata 

&c, +/— 3+/— 2+/— r+o+Vi+/l+V^3+ &c. 

aeque /equeretuc , imaginaria. efle niliilo minora • Deinde ve- 

ro etiam a terininis realibus tranfitus ad imaginarios exliiberi 

poteft^ i^drum limes iieque fit o neque oc, uti fit fi ter- 

minus geiieralis fuerit i+v^x. His autem cafibus, cura ob 

irrationalitatem quilibet terminus geminum liabeat valorem, 

in limite intef reaiia & imaginaria femper bini illi vaiores 

fiuht inter fe^aequales. At quoties termmi , qui ante erant 

affirmativi , abeunt in negativos y tranfitus femper fit per li- 

mitem vel infinite parviim , vel infinite magnum ^ quae 

omnia ex lege continuitatis, quam iu lineis curvis deprehen- 

dimuSj.darius .llucent» _ ^ ^ . . . ' 

102- ^ fammatione quoqiie ferrerufn ininfinitum ex-- 
curreiuium plura hic affera poffuijLt y quae cum ad hanc infi- 
niti do6fnnani inagis*'iHuftrandam ^ tum vero ad pluradu- 
bia, quae in hoc n^otio fuboriri folent, delenda inferviunt. 
Ac pnmo qujldem^fi feries conftet ex termini^aequalibus, ut 

r ,i ;+ ;i i" i ^ } + 1 + } + .^c-^ 
«aque.fine fioeiv: ftoereft ii; iflftiii;^»!: continuetur * , nullum 
cert^ eft.clubiian^.i quii) omnium horum terminorumi fumma 
9>»i9r fit oojlu/nudasro {iffi^ e^qvie propterea infiaita 

i^t jjeeeffe If fl>. jHpc.quoqite .ccmfir;najt eius, of igd , dum 'ori-. 
fitf ^X:evolittipfle.fra($liQms ; , 

'^' iri I +^ + 9^ -f >+ ^C.\ 



ponendo W=:*i * ^it 6rgp 

. ., v\ • T-t-T =? i\ + I +.i. + '* + &c; 

- , I— rj ... ' . 

- ■ ' . . •" . . I . •••• l; ■ • . • 

Heoque.iijmma s=:^^^255— = infinitx). 

K 103. 
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103» Quamvis autem hic nullurn dubiiim nafci queat, 
cum idem numerus finitus infiaities fumtus in infinitum abire 
debeat; tameu ip{a origo ex ferie generali - 

-i- = i+* + x» + *» + ** + «»*+ &c 
I — « 

graviflima inconimoda afTerre videtur:^ fi enim pro m fuccefli' 

ve ponantur numeri i , 2 , 3 , &c fequentes feries cum fuis 

fummis prodibunt. 

A . . . 1 + 1+ 1 + I + 1 +&c=: ssinfinito 

I — I 

B... 1+2+4+8 + ttf +&c=-^ = — I 

1—2 

C . . . 1 + 3+ 5> +i7+ 81 +&c=:-^ = — ^ 

1—3 

D". . . 1 +4+ itf + <^4 + is<^ + ^c. = "^ = — 7 

&c 
Cum igitur ieri^ B flngulo; terminos praeter primum ha« 
beat maioits , quam ferles A , fumma Teriei B neceflario 
multo mai6r kk deberet , quam fumma ieriei A : interim. 
^tameu ifle calculus oftendit ieriei A fummam infinitam , fe* 
riei B vero fummam negativam , hoc eft nihilo <miBorem, 
quod condpi non poteil . Multo minus cum folitis ideis 
conciliari poteft , quemadmodum huius & iequentiiim ftrie- 
rum C , D , &c iiimmae fiant n^tivae , cum tamen omnes 
termini fint aflBrmativi. 

104 Ob hanc rationem opinio fupra allata multis 
probabilis videri folet , quantitates icilicet n^tivas quando- 
^ue confiderari pofle tanquaM infinitb maiores feu plus quam 
infinitas; & cum etiam numeros ultra nihil diminuendo per- 
veniatur ad n^tivos , diicrimen iiatuunt inter numeros 
o^tivos huiufinodi — *i,— *a,^3, ^& huiuihiodi 

+ 
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— , — . -r— 2 , &c. illos nihib minores , hos vero infinito 
—I — 1 — I 

niaiores dicendo. Verumtamen hoc pa£lo difficultatem non 

toliunt, quam fuggerit habc feries 



unde oriuntur fequentes (eries^ 

A.. .1 + 2+ 3+4+ S '^^^•"TTII^t ==i— infinito 

B • . I + 4 + IZ + Jl, + So + 8cc.=r r- 2= I 

ubi cum finguii termini feriei B fint maiores y quam finguli 

termini feriei A , primis fi>lis exceptis , quemadmodum fiim- 

ma feriei A fic innnita ^ feriei B vera lumma aequalis i y 

hoc eft fi)li termino primo y ex illo principia expiicari 

omnino nequit.. 

105.. Quoniam autem d vellemus h^;are efie — ^ i =s 

+ 1 + ij — ii 

— . & — -=s-^ . fimiiffima Analyfeos fiindamenta colla- 

—I — » • +^^ 

berentur ^ iila ante commemorata explicatid prorfus admitti 

noQ potell • Quin potius negare debebimus , iilas , quas for- 

mulae geneiales fuppeditaverant y . fummas eSc veras • Cum 

enim luie feries ex continua divifione oriantur , dum refi- 

duum continuo ulterius dividitur : refidunm autem perpetuo 

fiat maius, quo longius prc^rediamur , id nunquam negligere 

poterimus ; atque minime refiduum ultimum y hoc efl quod 

tn divifione infinitefima remanet, omitti potefl^ quippe quod 

fit infinite magnum • Quia autem hoc in fuperioribus ferie- 

hus non oblervator y dum nullias refidui rauo habetur , mi- 

rum non eft, eas fummationes ad abfiirdum deducere» Haec- 

que refponfio y uti eft ex ipfa (erierum genefi petita^ ita 

quoque ieft veriflTima , atque omnem dubitationem tollit • 

' K 2 lotf. 
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io6, Quo hoc clarios appareat , contemplemur evolu* 

tionem fra^tionis , uti in terminis pi^um finitis tan- 

tum abfolvitur. £rit ergo 



=«+ " 



1 — X 1 — X 

I «' 

I *' 

=1 + AP + ;»' 4 

I— « . I—* 

— =S 1 + « 4* V + *' + — — 
I— ?;r i—x 

qui ergo dicere vellet huius^ feriei finitae t +v» + «* + »* 

I . ' " .X' 

fummara efle » is erraret a vero quantitate t 

& qui fummam huius feriei t 

i+«f + «• + *'+ . . . . . . . * » . +Af^«9 . 

ftatuere vellet =: • is erraret quantitate 

•I— :;^ ' ^ 1—* 

qui error fi ^ fit numerus unitate maior , foret maximus . 

io7< £x his perfpicuum eii eum , ^ qui eiuidan feria 
m infinitum continuatae leu huius : 

! + » + «* + ««3+ . . . . .^ > . . +»"* 

funmiam iktuere velit = — , a veritate efle abertaturum 

quantitate — ; quae fi fit *>i utique erit infinite ma- 

gna. Simul vero hinc ratio patec , cur feriei in infinitum 
contlnuatae 

!+* + *» + <»»+#«+ &c. 
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fumnia revera fitss , fi fucrit pc fraftio unitate minor^ 

I — X * 

tum cnim error fit infiriite parvus, ideoque nuUus; 

cuius propterea ratio tuto poteft . negligi . Sic pofito ^==r| 
erit revera . . 

I— r 
fimiliterque rreliquarum ferierum, fi x fit fra6lio unitate mi« 
nor, iumma vera lioc modo indicatur. 

io8. Haec eadem re/ponfio valet de fiimmi^ ferierum 
divergentium , in quibus figna + & •" altemantur, quao 
vuigo ex eadem formuia exhiberi foIent> ponendo pro fg ntt« 
meros negativos. Cum enim fit: 

— ' — = I — Jlf + ^* — #f3 + |j4 — x^ ^ gcc. 

nifi uitimi refidui ratio liabeafur, foret: 
A * • • 1 — i + i — r+i — 1 +&c.=5f 
B • • • I — 2 + 4—8+15 — 32 4-&c. = 7 
C • • . I — 3+p — 27 + 81 — 243+*&c.=^ 

&c. 
Patet autem feriei fecundae B fummam ideo non pofle efle 
= }, cum quo plures terraini^afla fummentur, ag^regata eo 
magis ab 7 rccedaht. Perpetub. ftUHm cuiufque feriei fumma 
^bet efle limes, ad quem eo pfoptiis pervematur ^^ quo plur 
res termini aftu addantur . v ►• 

loj^. £x his quidam concluferunt huiufmodi feries , 
quae vocantur divergentes , prorfus .nullas habere fummas fi- 
xas; propterea quod colligendis a6lu terminis ad nullum Ii« 
mitem fiat appropinquatio , qui pro funmia feriei in infini- 
tum continuatae haberi poflet : quae lententia , cum iftae 
iummae iam ob negle£la ultima refidua erroneae fint oflca* 

fae, 
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lae, veritati maxime eft confentanea. Interim tamen contra 
eam fummo iure obiici poted, has memoratas fummas^quan* 
tumvis a veritate abhorrere videantur^ tamen nunquam in 
errores inducere; quin potius iis admiflis plurima praeclara 
efle eruta, quibus fi iftas fummationes prorfus reiicere velle- 
muS) carendum eflet. Neque vero hae iummae, fi eflent fal- 
fae y perpetuo ad veritatem nos ducere poflent ; quin potius y 
cum non parum fed infinite a veritate diicrepent, nos quo* 
que in inflnitum a vero ieducere deberent. Ouod tamen cum 
aon eveniat^ difliciliimus nobis reftat nodus (olvendus. 

iio. Dico igitur in voce fummae latere totam difli- 
cultatem ; fi enim fumma ieriei , ut vulgo ufus fert y fuma- 
tur pro aggr^to omnium eius terminorum zBm coiIe6lo- 
rum, tum dubium eil nullum ^ quin earum tantum ierierum 
in infinitum excurrentium fummae exhiberi queant, quae fint 
convergentes , atque continuo propius ad certum iratumque 
valorem deducant, quo plures termini a£lu coliigantur. Se- 
ries autem divergentes, quarum termini non decrefcunt ^ - five 
figna + & — ahementur five iecus ^ prorfus nullas habe- 
bunt fummas fixas ; fi quidem vox fununae hoc fenfu pro 
aggr^to omnium terminorum accipiatur • At vero in ii$ 
c^ibus , quorum ' memininius , auibus ex iiliufmodi fummis 
erroneis veritas tamen elicitur ; id non fit, quatenus expref- 

fio finita , verbi gratia — — , eil fumma ieriei i + * + ** 

+ x^ -^ kc Xed quatenus ea expreifio evoluta hanc ieriem 
praebet; ficque in hoc n^otio nomen fiinunae prorfus omit- 
ti poflet. 

III. Haec igitur incommoda , haibue apparentes con- 
tradi£liones penitus evitabimus , fi voci fummae aliam no- 
tionem , atque vuigo fieri iblet , tribuamus . Dicamus ergo 
feriei cuiuique infinitae fummam eife expreflionem finitam, 
ex cuius evolutione illa feries naicatur. Hocque feniti feriei 

in 
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infinitae i + * + *' + *' + &c. fiinuna revera eriti 



7> 



quia illa feries ex huius fra£tionis evohitione oritur: quicun- 
que numerus loco x rubflituatur . Hoc pa6lo , fi feries fiie- 
rit convergens , ifla nova vocis fimunae definitio , cum con- 
fueta congruet ; S^ quia diveigentes nullas habent fummas 
proprie fic dims , hinc nullum incommodum ex nova hac 
appellatione orietur. Denique ope huius definitionis utilita- 
tem ferierum divergentium tueri , atque ab oninibus iniuriis 
vindicare poterimus. 
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- . 1 1>E DIFFERMI^TIALIUM 

'-'' C^aiUSSUEl ORDINIS 'KATURA''- 



I 



112. 



•.acapite primo viidimiis;- fi" quantitasvariSjbriis .Jcaecipiat 
augmeatum ==0) , tum ctiiurvis lunttiojiis ipii.us x augmen* 
tum inde oriuadum taii forma exprimi Po) -^ (^JO* f ^Gi^"+*-&c-' 
five haec exprelFio fit finita five ia infinitum excurrat. Fun- 
ftio ergo ^, fi in ea ioco ^ fcribatur ^c + o), valorem fe* 
queatem iaduet : 

/ zz/^+Pctt + Qa)* +Ra)i +Sa)^ +&c 
a quo , fi valor prior y fubtrahatur j remaaebit differeatia 
fim£tioais y . quae ita exprimetur 

Ay = Po) + Qg)» + Ra)3 + Sa)* + Scc 
atque cum valor ipfius x fequeas fit x*=flf + a), erit difFe- 
reatia ipfius x^ aeaipe Amzzco. LitteraeautemP, Q^R^&c. 
deaotaat fua5lioaes ipftos n peadeates ab /, quas capite 
primo iaveaire docnimus. 

113. Hinc ergo quocunque augmeato o) augeatur 
quantitas variabilis x^ fimul definiri poterit augmeatum^quod 
cuique ipfius 99 fun6lioni / accedit; dummodo pro quovis 
ipfius y valore funftiones P, Q^, R, S, &c. definire valea- 
xnus. la hoc autem capite, atque ia uaiverfa Aaalyfi iafini- 
torum augmeatum illud o), ^uo quaatitatem variabilem :c 
crelcere fumfimus, fiatuemus lafiaite parvum^ atque adeo 
cvaaefi:eas^ feu =0. Uade maaifeftum eft, iacremeatum feu 
difFereatiam fi]a£tioais / quoque fore iafiaite parvam • Cum 
autem ia hac hypothefi fiaguli termiai expreffioais 

Pa)+ Qo)» + R<s)3 + Stt)* + &c 
prae aatecedentibus evaaefcaat^ (88. & feqqO» ^olus primus 

Pg) 
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Pg) remaoeblt). cribjue propterea hoc cafu , quo <a eft infiui- 
te parvum, di&rentia ipfius / nempe A/=Pa>. 

1&4. £rit ergo. Analyfis infinitorum, quam hic tta» 
■Aare. coepimus, nil aliud, nifi. caTus particukris methodi 
difierentiarum. ia capite primo expofitae, qui oritur, dum 
«bflfefentiaej ,quae ante iimtae erant afliimtae, ftatuantur infi« 
nite parvae. Quo igitur ifte cafus, quo univerfa Analyfis 
Ihfinitorum continetur, a methodo difierentiarum difiinguatur, 
ovn peculiaribus nominibus, tum etiam fignis ad differentias 
ifias infinite parvas denotandas. uti conveniet.. Differentias 
igitur infinke parvas. hic cum leibnizio differemialia voca- 
kimus; atque cum diiferentiarum in primo capite diverfos 
Ofdines conftituiffemus , ex iis. nunc ^ile quoque inteliige- 
tur, quid diiferentialia prima ,. fecunda , tertia , &c cuiufque 
fun^ionis fignificent. Loco chara£leris autem A, quo ante 
difierentias indicav^ramus y nunc utemur chara£lere /; ita uf 
dy fignificet di£fexentiaie prinuua ipfius/; dd>y difierentiale 
lecundum; d^ y tertium Sc ita. porro.. 

Z.15» Quoniam difierentias infinite- porvas-, quas hic 
tra£lamus dijferemialia vocamus^. hinc totus calculus, quo> 
cltfiferentialia iaveftigaotur,. atque ad. ufum accomodantmi, ap- 
pellari folet Calculus^ differemialis . Mathematict Angli, in- 
ter quos primum newtonus ae^e- ac leibnizius inter 
Germaoos hanc novam AnaLyfeos partem excoUefe coepit , aliis 
tam nooainibus qoam fignis utuntur. Difieventias «oim infinite 
parvas , quas nos- di&rentialia vocamus- potiffimum- fluximes 
nominare fblent, interdum quoque incremema: quaevocesuti 
ktino fermoni magis conveniunt , -ita quo^ res , quas deno- 
tant., fatis coramode exprimuot. Quantitas entm variabiiis 
crefcrado continuo alios. atque alios valores recipiens tanquam 
fluens OMifiderari potefl, hincque vox fluxionis, quae pri- 
Aium a NEWTOKO ad celeriutem' creicendi adhibebatur , ad 
incrementum infinite* parvUm, quod quantitas quafi floendo 
accipit) defignaodum analogice efi translata. 

- L ii^. 
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II 6, Qaamvls autem circa vocum ttCvm atque definitid- 
nemcum Aoglis difceptare abiboum foret, nofque coram iudioe 

Eem latinae linguae atque exprefiloaum commoditatem 
te &cile fuperaremur ; tamea nulium eft dubium , quia 
ratione fignorum paimam praeriptamus..Difierentiaiia 
enim , qnae ipft fluxiooes appellant , punftis , qnaie litteris 

• 

fuperfcribunt , denotare folent , ita ut jr ils ngnificet fluxlo* 

• • • • 

nem primam ipfius y ; y fluxionem fecundam ; y fluxionem 
tertiam, atque ita porro. Qui notandi modus, vti ab arbi- 
trio pendens, etfi miprobari nequit, fi pun^lorum numerps 
fnerit parvus, nt numerando facile percipi queat, tamen fi 
plura pun3a infcribi debeant, maximam confufionem pluri- 
maque incommoda aflert . Diflerentiale enim feu' fiuxio deci* 

ma perquam incommode hoc modo y repraefentatur , cum no« 
firo fignandi modo d^** y facillime compreliendatur . Oriuntuc 
autem cafus, quibus multo adiiuc fijperiores difie|:entialium 
ordines atque adeo indefiniti exprimi debent, ad quo^ Anglo- 
sum modus prorfiis fit ineptus. - 

> . .117. Noflris .igitur tani nominibus quam. fignis ute* 
mur, quippe quorum illa in noflris regionibus iam .fubt ufii 
recepta atque plerifque fiuniliaria, haec vero commodiora. 
Interim tamen non abs re erat, Ai^orum denbminatiooes 
& fignationes hic commemorare , ut qiii eorum. libiioa .«volt 
vunt , eos quo^iie intelligere . queant .. Neque enim Ai^ii .'fiior 
mori tam pertmaciter adhaerent, ut.quae i^oflro nwre fnot 
lcripta , ^pror&s • repudient., , nec legere dignoitur * Npst. f^-i 
dbn ipTorum opera maxima cum aviditate. periegimus.,r«xr 
iifque fammum fhi6him peicipimus ; ^epenumero .^xti.:tf jant 
anim%dyertimus , ipfos oofbvitium. (ibripta. nfin filQieoiitiiirate 
l^iipfe. Ouamoi)rem etfi idem ubique atque aequabilis /jqoduf 
co^tatii rfua exprimendi maxime eflet optandus,.tafneR ngfi 
adnodum efl dif&cile, ut utrique affiiefcamus9 quaopim qui-. 

dem 



dem mtelUgentia librorum alieao xnore ibiptonim. poftulat . 
118. Cum igitur litto-a c» nobis haaaios denotaverit 

difierentiam iea incrementum , quo quantitas varlabilis n av> 
-icere concipitdr, nunc autem » latuatar infinite porvum, 

erit €> diffenentiale ipfius m\ & hancobrem recepto iignandi 
•moda erit (9==^/»; atque dn proinde o-it differentia infinite 
:parva, qua ipfa u crefcere concipitor. Simili modo difTerea- 

tiale ipfius / . ita eicprimetur dy ; atque fi y faerit fiin£lio 
•qoaecui^ue ipfios n, diiferentiale dy denotabit incrementnm, 
.qiiod fiindio y capit, dum «r abit in M-^-du» Quare fi joi 
:iua6liane y ubique loco * fubflituatur x-f-</», & quantitas 
•refuitans ponatur =/• , crit iy^iy^ — y^ hocque modo 
:diiferentiale cuiufque fim£tionis reperietar: quod quidem ia- 
.tellisjendum eft de dif&reatiaii primo feu primi ordinis^ <te 
tfeliquis enim poftea videbimus. 

V iip. Pr(x>e ergo tenendum eft litteram d hiciiODquano 
«itatera denocare, fed tantnm loco figni adhiberi , ad vocem 
differentialh exprimendam , eodem modo , quo ia dodnna 
i<^arithmorum littera / pro figno.logarithmi, & in Algebra 
.chara£lere V pro figno radicis uti coniiievimus^ Hinc dy 
joon fignificat., uti vulgo in Analyfi ufu eft receptum, pro* 
4hi£him ex qaaotit;tte d in quantitatem /, fed ita aunciari 
debet, ut dicatur difiereotiale ipfius y, Simili inodo ii -iai« 
batur d^ y^ neque binarius exponentem, ocque.i/* poteftstsni 
ipfius d fignificat , ]fed adhibetor tantum ad nomen differe»' 
tiaVts fecundi breviter & apte exprimendum. Gum igitur lit» 
tiera d in calculo di£ferentiali non qnantitatem , fiid fignum 
taatuhi exhibeat, ad confiifionem vitandam in ladculis, ubi 
pliires quantitates conflantes ocouirant, littera i^ ad earami 
defigitttionem ufurpari Beqiitt; perinde atque evicare folemas 
littoam / tanqaam. i|uantiiaiem ^ ia calculom indiioere, >iibt 
fimul logarithmi occarrant. Optandum autem eflet, ot litte- 
lae iftae d Ik J iptr chanfisreft atiqaantalom akmtoc tKpci* 
iD«eatar, oe com litteris Alphabethi, qoibas qoantitates de> 

L 3 fi- 
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fignari fblent^ confanclantur : fimrli rdllcet modo, qao loc6 
litterae r, qoa primum vox radicis indicabatur, nunc chara* 
Scr iftc diftortus V" in ufum eft receptus. 

120. Quoniam igitur vidimus differeutiaie primum ip» 
fios / ^ A / fuerit fun^tio quaecuoque ipfius » ^ habiturum 
effe huiufmodi formam Pco; oh(3o=^x, trit df^lfd». Qui^ 
lifcunque fcilicet fuerit y fun6lio ipfius x ^ eius differentiale 
d^ exprimetur certa quadam fun£lione ipfius n ^ pro qua hic 
ponimus P , per diflferentiale ipfms « , nempe per dn muiti- 
ciicata. Etiamfi ergo differentiaiia ipfarum n 8c f revera 
lint infinite parva, ideoque nihiio aequalia ; tamen inter fe 
£nitam habebunt Kitionem : eritfciiicet i/^ : dx — P : z.Iii- 
venta ergo fun£lione ifta P, innotefcit ratio inter dififerentiale 
dx & di£ferentiale dy. Cum igitur calculus differedtialis in 
inventione difierentialium confifbt, in eo non tam tpfii 
difierentialia , tjuae funt nihilo aequalia ac propterea nulio 
labore invenirentur , quam eorum ratio mutua geosietrica 
inveftigatur • 

121. Difierentialia igitur ^multo ^ilius inveniumur,' 
qiiam difiisxentiae finitae • Ad differentiam enim fimtam A^^, 
qna fyi£lio / crefcit^ dum cuantitas variabiiis x incrraientum 
A) accipitynon fufiicit fim^ionem P nof!e , fed indagari in* 
fii[|er opbrtet fun£liones Q.^ R^ S, ^c qoae in difierentiam 
fifiitam, quam pofuimus 

» Pfi) 4^ Q?); + R«' 4- /Scc. 
ii^rodiuntur; ad xitfi*^enciale ipfrus f auteoi invehiendum fatis 
eft, fi noverimus folam fimfUonem P. Quamobrem ex cogni^ 
tt difierentia fintta ciiittfqiie fun£lionis apfrus « , ^ii&ne 
eius differentiale defiQitur<;'vemm codtra^ex difierendaii eius 
fun£Uoni$, nondum erui potef^ eius diffiarentia finittv. Interim 
tdmeii ^ic£d* idocebitur ^ qiiemadfnodipm r ex . diff^eBtBiibus 
am^um .ordinum fknui cognitis diSsreotiB; qnaevis finita cu** 
iofquft icmdionis propofif ae inve&iri quetc • Cctetum ek iiis 
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manlfeftum eft diftrentiale primum Jf:izPJM, praebere ter« 
minum primum difierentiae finitae, quippe qui m s=Pa>. 

122. Si igimr incrementum <», quod quantitas variabi» 
lis M accipere cMicipitur, fiierit vehementer parvum, ita ut 
in expremone Poo+Q?>* +R»' +&c termini Q<»* & R©', 
multoque wa^ reliqui, fiant tam parvi, ut in computo^ 
quo fummus rigor non obiervatur, prae primo Pca n^ligi 
queant; tom cognito di£ferentiali Pdtiy ex eo difierentia fi; 
nita vero proxime c(^ofcetur, quippe quae erit sPo}: un^ 
de in pluribus occafiouibus, quibus calculus ad praxin adhi- 
betur, non parum fi-uflus hauritur. Atque iiinc nonnuili ai* 
bitrantur, difierentiaiia tanquam incrementa vehementer par- 
va confiderari po£fe, eaque nihilo revers^ aequalia efienegant, 
atque tantum indefinite .parva ftatuunt. Haecque ^dea aliis 
pecafionem praebuit Analyfin infinitorum acculandj , ^iod 
non veras rerum quantitates ieliiciat ,. ied tantum vwo proxi,- 
mas; quae obie6tio femper ali^uam vim letinerot, nifi Infif^ 
nite parya prorfus nihilo aequaiia ftatuerenMis. 

123. (^ui autem nolunt infinit^ parva pjaiie in, niiur 
luni abirfi,.. ii Ht .vjm obi66tionis defiruere vid^tur, diffc* 
fentialia CQmparant miaimis pu^vifcjilis ratiooe totius terrae, 
cuius quantitatem nemo non veramtradidifle cienieretur, ,^ qoi 
nnioo pulvifculo a. veritate aberraverit . Talem igitur rafionem 
^nter quantitatem fioitain & infinita paivam efle vplunr, 
qualis efl inter totam tenam minimumque pulvifculum : at« 
que fi ctti 1m>c difcriijm adhuc pQn fatis magnum videatur^ 
.«arii rationem milli^ ;9%ifqU9 9dAygait, ut parvita,5 ampUv 
omnino percipi nequeat* JiHerim t^^n. agnofcere cagtWtty^Y 
fUifxmum rigorem geome^cum .aliquantulDni infi-ii^ ; quat^ 
,qOo' huic; :obi^£ti<^ni : occtutant , .ad eiufinodi. ^empla -tonfi»* 
.gi)Vi^,.^orum tam.per.GiConiecri^quam: per )An^yfia ia> 
.finitorum. fQlutiqnes. invei^ri po^unt , «x, «jcanunqiie.coogniea- 

tia bonitatem 'pOiWioris. metiodi. CQncladulu;. Qiiaaquam,'aD» 
tem hOc aigumenm negotioiii uQa configil > .cum iaepenu;i% 

X5 
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10 per errbneas methodos verum elici qaeat ; tamen qoia 
hoc vitio non laborat^ potius evincit, eas qiiantitates ^ quae 
in calculo fmt n^le6lae, non folum non incomprehenfibili- 
ter parva^, fed plane nullas efTe^ uti nos aflTumimus; Sx 
'quo rigori geometrico nullam omnino vim iaferimus. 
« 124. Progredianiur ad differentialium iecuudi ordinis 
naturam explicandam^ quae oriuntur dx diflTereaTiis fecundis 
in capite primo expolitis ^ Donendo quantitatmi io» infinite 
parvam =idx\ Cum igitur u ponamus quantitatem variabi* 
lem X aequaiibus incrementis crefcere, ita ut fi valor fecun- 
•dus »* fuerit =i<4-^^^ fequentes futuri fint ^" =fi:*-h.2^»; 
i»")r£:M-f*3^^ &^ ob differentias primas conflantes ::r</«P| 
diflferentiae fecunda* ^anefcent : erit ergo quoque di^mitiaie 
^iecundum ipfius x nempe dJxssOy atque ab hanc titionem 
^uoque <lifferentialia uiteriora erunt =0, fcilicet d^m^o^ 
'd^x^o; t/^nrrro^; 8(c Obiici quidem poteft, haec d^efen« 
^iatia, cum fint infinite parva, per fe eflle rro, Mque: hoc 
proprium effe • eius quantitatis variabilis «^ cuius int»«menta 
aequalia concipiantdr : at vero hanc evane^:entiam-ia inter- 
pretari oportet, at difierentialiayi/» ^ d^* && non fblum 
m fe fpe^ta fint riulla^ fed etiiam mtione poteflatum ipfius 
dxj Gum quibus alias comparari pcffTtat) evanefi:efie^. ; 

125*. Quae quo- -ctarius intelligantur, Tecordafidum eh 
^fferditislm fecundam cuiufque iun£lionis ipfius Hy quae flt^i 
Mtifinodi forma exprimi Pco* + QoiifRo^ +&£* Quodfl ergf} 
€» fit infinite parvum , termini Qo^ ^ Ro^ &a prae primo 
«Ptt* evanefcent^ unde pofito ta^dxy differmtiale fecundum 
ipfius/ erit sP^M^^ denotante dx* quadramm dififerentialis 
-J^i. Quare etfi differentiale fecundom ipfius/^ nempe /i// 
•per fe fit =0, tamen cum fit ddf^Pdx* y ad dx^ habc- 
^it rationem finitam uti P ad i : fin auteni fit jf^ssbjir, tum 
"fit PaBo^ QcBO, K=iOy &C. ideoque hoc cafu difieren* 
tkle fecundum ipfius x etiam refpe£ta i/jr^alticmlnique ipfius 
W«^ potefhnim «Mianefd^ modo inttUigenda funt 

ca, 



et, qtmf jtiiM dixlmus) effe kiiioetJdMssio, ^3iv=co,&4> 
1 2<^. CaBi difierentia fecuqdai nil aliud fit ) aifi difiereH' 
tiai differamiae primae; difierendale qttoque (ecundum feu ud 
bejpe vocari foiet) difrerentio-di£krentiale.nil aliud eri<: pra«' 
ter difiereQtiale djfTerentialis primi. Quia deinde quautit^ 
(ODftaqs nulla no^ ^gmenta neque decrementa accipit, 
pu|la/<][ae a^roittit di£[erentia^ ,^ ^uippe quae folis (}uantitatit>u^ 
variabilibus iunt propriae , diqmus' eod^ feniii quantitatuoii 
conftantium di&ientialia omnia cuiuiqud. isrdini!: .elIe'^o, 
hoc efl -prae omoi,bus juiep poteAatibus ipfius Jm eyadefcerew 
Cum igitur difiereptiale ipfius {itt hoc.efl ^</« fit s=:o;:)difii»> 
reutiale ^k tanquam, qu<CQtita$ cpnfl^ns c<mfideiari potefl , 
& quoties differentiale , cuiufpiam ^iantintji^ dicitpf conf^aq^.^ 
totiesea quaotit^ intelligenda ef^ contiQup ^equalia incr^eiv 
ta.accipcre, ^miiipns hic autem % prp e^. quaiiti^t?'^ cuius 
i^aeatiiie: fit* cpnflans, hicque; finguianun eius,fiin^ionuQi 
Variabiiij^t^i 9ui earum differeotialia fimt; obnoTcia, qef^Jiu^ 

)m^» •.... .'. . ; ' j':; ; . . ■•; ' y ' : .::.■• i ■ : 

. .1 : 5i?7 • : : J^opammi jliffejrentiaja.:primiim;. ipfius y «ft ^pdkt; 
«tq^ iA .«i^ ' d^ffereutWf Tf^lM^ idvenienduif) f ip^^ pi^ 
ckaiup' differeatiale q^aeri de^t.v Q^: autein ;</« f|t..cQnflQA$, 
neque varietur etiamf\ Ipco.». fc^il^uj' it^-dM, taBtmji ppue 
efl , ,:Pt. qoaQtit^itls fiqitae p- differeiytiale qus^r^tur : ; (it igituT 
«(|g=^.f<^^..quqa^ vidimqs p|^ni|iQ\. .■fuB£iipni)in' ipfiysiw.diffi^ 
rentiuij^: ad huiu/modi if0n$iaip re.Yo»cari ; .&: .^un^ fit^ niii:.^ 
diffe^tiis ' fioius ^ofte^diams ^p^fffireptl^k ipfjus *?^.=s »^«. » ii 
n fit qt^titas conf^ans,' ppjtv^tur. >f« lodp "«.ySeritqu^ i^ 
rentiale vpiiv^'pdxf:^qdx^\ li^q:^rem £ j^V 4y^pdtf!h^.,f^ 
^qdn^ erit difierentiale fecunidum ddy^qdin*\ iKf^'cx^P&^% 
quod ian^ ante ini^uimus , differentiale fecundQm iplius^jrrjfl 
dn* ha^ere ^on«*ft;finitam.: = •. ,. •....■ i. , •; 
128. ^i)\C%>ite primp 'i&]^;.Jipt»vi^.'difisrefi[|ias fe* 
cundas atque fequentes confiitui ; Q09 poHle > nifi^ valojr^; fu^* 
ce|fivi ipfius M certa quadam l^e progredi afliunantur, quae 

lex 
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lex cum fit arbitraria , his valoribus progreflioricm arithHM- 
ticam tanquam £K;illimam fimulque aptiifimam tribuimus. 
Ob eandem ei^o rationem de difFerentialibus fecundis nihil 
xerti ftatui poterit^ nifi diflerentialia prima, quibus quantitas 
variabiiis x continuo crefcere concipitur, fecundum datam le- 
gem progrediantur; ponimus itaque differentialia prima ipfius 
Xy nempe dx ^ dx^ , d k^^ ^ &c. omoia iuter fc aequaliai 
imde fiunt difierentialia fecunda 

ddx=:dx^ —1/^=0; ddx^ srs^*"— i|/x» =0, kc 
Quoniam ergo difTerentialia fecunda & ulteriora ab ordine^ 
quem differentialia quantitatis variabilis. x inter fe tenent, 
pjendent, hicque ordo fit arbitrarius, quae cohditio differen- 
^tialia prima non afficit; hinc ingens dilcrimen inter dHferen- 
tialia prima ac fequentia ratione inventionis intercedit'.^-- 

I2p. Quodn autem fucceffivi ipfius x valores XjX^j 
*" ) x^" , x^^ y 8cc. non feeundum arithmeticam pro^effio* 
*iiem flatuantur ,^ fed alia quacumque iege progred^ potiantur , 
tum eorum quoque difFerentiaJia prima dxy dx^ y dx^^ ^ 8^ 
tioh erunt inter fe aequalia, neque propterea eritddxzzio. 
H^ncobrem difTerentialia reauida quarumvis fun6lionam ipfius^ 
aliam formam induent ; fi enim huiufinodi fun6lionis y diffe» 
Tentiale primum fiierit tszpdx zd eius differentiale fecutadpm 
inveniendum non fafficit differentiale ipfius p per dx hiulti* 
^licatle^ fed infuper ratio differentiahs ipfius dx^ qaod eft 
hdx haberi debet* Quoniam enim differentiale fecundum 
oritur^ fi pdx a valore eius ^fequente, qui oritur ddmir-f-rf^ 
Joco X & dx+ddx loco. ^M ponitur, fubtrahatur pona- 
^lBus vftlarera jpfius p fequcntem effe zizp + qdxy eritque ip- 
•ilus pdx valor fequens 

*=(/^ + ^A) (dx^ddx) =spdx -\- pddx -^ qdx^ -h qdxddx; 
a quo fubtrahatur pdx y eritque differentiale feciuidum 

ddyzizpddx-i-qdx^ +qdxddxzxpddx+^d9l^-y 
^quia qdffddx prae pddx «vaine&it • - 
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130. QQanquam autem ratio aequalitatis eft rimplicifTima 
atque apti/nma, quae continuo ipfius x incrementis tribuatur, 
tamen irequeQter evenire fblet, ut non eius quantitatis varia- 
bilis X y cuius y eft fun6lio y incrementa aequalia aiTumanmr y 
fed alius cumfpiam quantitatis, cuius ipfa x. fit fun£lia quae* 
dam. Quin etiam faepe eiufmodi aliu> quantitatis differentia- 
lia prima flatuuntur aequaiia , cuius nequidem reiatio ad x con* 
flet. Priori cafu pendebunt differentialia fecunda & fequentia 
ipfius X a ratione ^ quam x tenet ad illam quantitatem , quae 
• aequabiiiter crefcere ponitur, ex eaque pari modo definiri de- 
-bent y quo iiic difierentiaiia fecunda ipfius / ex differentiaii- 
bus ipfius X definire docuimus. Fofleriori autein cafu differen- 
tialia fecuada & feqoentia ipfius x tanquamiucognita fpe£lari, 
.eorumque loco figna ddxy d^ Xy d^ Xy 8cc. ufiirparidebebunt. 
131. Cum autem, quemadmodum his cafibus differen- 
tiationes fingulas abfolvi oporteat, infra fufius fimus oflenfu- 
ri , hic pergamus quantitatem, variabilem x tanquam unifor- 
miter crefcentem affumere, ita ut cius differentialia prima 
dxy dx^ y dx^^y &c inter fe omnia aequalia, ac propterea 
differeutialia fecunda ac fequentia nihilo aequalia flatuantur^ 
quae conditio ita enunciari folet ut difierentiale ipfius x nem* 
p;: dx conflans affiuni dicatur • Sit deinde y fun6lio quaecum- 
que ipfius Xy quae cum per x & conflantes definiatur^ fingu^. 
la quoque eius differentialia prima^ fecunda, tertia, quarta, 
&c. quae his fignis indicantur dy y ddy y d^y y d^y y &c.* pef 
X 8c dx exprimi poterunt . Scilicet fi in ^ loco x fcribatur' 
k-j-dxy ab hocque valore prior fubtrahatur, remanebit diffe- 
rentiale primum dy: in quo fi pbrr<S loco x ponatur x-^dxy 
prodibit dy^ y eritque ddy:=:dy^ '^dy y fimili modo ponen- 
do x-^-dx loco ^, ex ddy nafcetur ddy^ ^ atque ddy^ —^ ddy 
dabif d^y 8c ita porro : in quibus operationibus differentiale 
itx perpetuo tanquam quantitas conflans" fpe6latur y quae nul* 
lum differentiale recipiat . j . 

132. Ex ratione, qua funftio y per x determinatur ^ 
tani ope methodi differentiarum finitarum, quam multo ex* 

M pe- 
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peditius cx iis , quae poftea fiimus tradituri , definietur valor 
lunftionis p^ quae per, dn multipiicata praebeat ditfcrentiaic 
primum dy . Pofito «rgo dy:=pd:9^ ditferentiale ipfius pda 
dabit ditferentiak fecundum ddy^ uode fi flierit dpzzqdiiy 
ob i/x conftans, orietur ddy^qdx^ , uti iam ante oftendi- 
mus. Ultcrius igitur progrediendo, cum differentialis (ecundi 
differentiale praebeat diflercntiale tertium , ponamus Jeffe 
dq:=:rd9c^ eritque i/' y= r^^^ : fimili modo fi huius fan- 
aionis r differentiale quaeratur, fueritque dr^isisdx^ habebi- 
tur difierentiale quartum d^y^si^sd^ ; ficque porro, dummo- 
<lo noverimus <iiiierentialc primum cuiuiqoe &in3ioni& inve^ 
-nire, differentiaie cuiufque ordinis affgnare poterimus. 

133. Quo (igitur fbmiae fingulorum horum diffcrenjtia* 
lium , fimulque ratio ea inveraendi clarius menti repracfeO' 
tetui*,_ea fequenti tabeila complcfti vifum eft. 

Si y fucrit funflio quaecunque i^us x , 
atque pofito [ erit 

d^ n pdic 

isy «=: tdn^ 

Cum igitor funflio p ex funilione j^ per dificjcntiationcm cogno- 
fcatur ^ fimilique modo ex/> inveniatur^, hincque porro r,& 
ex eo ulterius Jr^ &c. difierentialia cuiufvis ordinis ipfius^fa* 
cile repericntur^ dummodo differentiale dx afiiimatur confianSf 

134. Cum p^ q^rySypy &Gi fint quantitatcs fini* 
tae y funfliones nimirum ipfius ^, differentiale primum ipfius^^ 
rationem finitam habebit ad differentiale pnmum ipiius x^ 
fcilicet ut /^ ad i ; hancque ob caufam differentialia dx & dy 
vocantur homogenea« Deinde cum ddf ad dx^ habcat ratio* 
ncm finitam ut ^ ad i , eiuRt ddf & df^ homogenea; fimi* 
li modo homogenea erunt d^f 8c dx^ y itemque d^y hdx^^ 
& ita porro. Unde uti diffcrentialia prima fimt inter fe ho- 



dp — qdx 
dq = rdx 
ir zzz sdx 
ds = tdx^ 
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mogenea , fcu ratiotiefn finitam tenentia ; fic difTerentialia fe« 

cunda. cum quadratis differentialruni primorum , differentialia au- 

tem tertia cum cubis differentialium primorum atque ita porro 

erunt . homogenea/ Atque gen^atim Jifferentiak ipfius / or- 

dinis n , quod ita exprimrtur ^* y , homoojeneum erit cunj dx'' ^ 

hoc efl cuTii poteftafe differentialis ^n , ciiius exponens eflt n. 

135. Cum igitur pi^e dx evan^pt onuies eius pote* 

flates 5 quarura exponentes funt unitate maiores , prae dy 

quoque evandceat Jx^ y dx^^ dii^y Scc^^Sc qaae ad has pote- 

ftates raticmem finitam tenent difTereiftialia altiorum ordinum 

ddy^ d^y^ d^y , &Cr Simili modo prae ddy quia efl ho- 

mogeneum cum dn^ ^ omnes ipfius dx poteflates quad^ato fu- 

periores y«^ 5 //#•♦ , &c* evanefcent y evanefcent ei^o quoque 

d^yy d^yy &c^ Atque prae d^y j evanefcent //^*, //♦^j 

dM^y dfyy &c* Hincque facile ^ fi propofitae fuerint quae- 

cuhoue expreffiones huiufinodi differehtialia involvectes , dt- 

gnolci poterunt , utrum fint homogjtoeie nec ne. Refpici 

enim debebunt tantum differentialia , omifTis quantitatibus.fi* 

nitis , quippe quae homogeneitatem hon turbant ; atque pro 

differentialibus fecundi altiorumque ordinum fcribantur pote- 

fbtes ipfius dxi^is^ homc^eneae^ quae fi praebeant ubique eun- 

dem dimenfionuni nuinerum, expreffiones crunt homogeneae^ 

ijtf. Ita patebit has expreffiones Pdd/^ & Qdyd^^ y 

cfle inter fe homogeneas . Nam ddj^* denotat- ouadratum ipfi- 

us , ddf , & quia dd^ homogeneum efl cum dx^ , erit ddj^^ 

homogen&m cum d^^ . Deinde quia df cum dx 8c d^f cum 

dx^ homogeneum efl, erit produflum dyd^y cum dx^ ho- 

m(^neum:ex quo fequitur expreffiones- Prf^* & Q^^^'^ 

inter fe efle homogeneas , ideoque rationem inter fe fi. 

nitam habere . Simili modo colHgetnr has expreffiones 

PJJ y* Qd^ y 

' ;, & •—— effe homc^eneas : fubflitutis enim pro dy. 

dxddy dy^ 

ddy^ d^y & d^ f his ipfius dx poteftatibus ipfis homogeneis 

dx ^ dx^ y dx^ ^ 8c dx"^ y orientur hae expreffioues Pdx^ & 

Qdx^ j quae utique erunt ihter fe homogeneae . 



137, Quod fi fatBa. -hac raduiVione expreflloncs] propo- 
fitae non contineant aequales ipfiiis dx pot^liates , tuni noa 
erunt honiogeneae, neque propterea inter ie rationem finitam 
tenebunt. £rk «rgo altera inhnities five maior five minor 

PJiy 

altera , hlncque tma rcfpeflu alterius evanefcet. Sic -7-^ 

.^^ j^JL rationem habebit infinite magnam t^prior enim ex-> 

dy 
preflio reducitur ad Pdx & akera ad Qdx^, unde haec prae 
illa evanefcet. Quamobrem fi in quopiam calculo aggrega- 

Vd'f 

tum huiufmodi binarum formularum occurrat, — r-f + 

Qddf* 

^^ , pofterior^terminus pradTpriori tuto rciici , folufque 

primus —r-^ in calculo retineri poterit : fubfiftet cnim perfc- 

09C* Yjiy QJJy* pjly 

6la ratio acqualitatis intwexpr^ffioncs-j-^ +— ^~&-t-7 

quia exponens rationis -eft 

<ldx'ddj^ _ XldxUdf _ 

Hocque pa£lo exprefllones diflerentiales quandoqu^ mirifice 
contiahi poffunt. 

i^S, In calculo differentiali praecepta traduntur , ^uo- 
ruxn ope cuiufvis quantitatis propofitae diflerentiale primum 
inveniri poteft : & qnoniam differentiaiia fecunda ex difieren-* 
tiatione primorum, tertia per eandem operationera ex fecun- 
dis & ixa porro fequentia ex praecedencibus reperiuntur , cal- 
culus differentialis continet methodum omnia jcuiufque ordinis 
differentialia inveniendi . Ex voce autem diffcremialis , qua 
differentia infinite parva denotatur^ alia nomina derivantur, 

?iuae ufu funt recepta* Sic verbum habetur differentiare^ quod 
ignificat differemiale invemrey quantitafque differentiari dici* 
»tur) quando eius differentlale elicitur. Differer/riafio zutem de* 

no- 
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notat opcrationcm , qua differentialia inveniuntur . Hinc caicu- 
lus differentialis quoque vocatur methodus differenna^diyCum 
modum differentialia inveniendi contineat, 

ijp. Quemadmodum in caiculo differentiali cuiufvis quanti- 
tatis differeutialc inveftigatur , ita viciffim calculi fpecies confti- 
tuiturquoque in inventionc eius quantitatis, cuius differentiale 
proponitur^qui calculus integralis vocatur. Sienim propofitum 
fuerit differentialt quodcunque , eius refpe^lu ea quantitas , cu- 
ius eft differcntialc 5 vocari folet integrale. Cuius dcnomina- 
tionis ratio eft, quod, cum differentiale confiderari poffit^ 
tanquam pars infinite parva , qua quantitas quaepiam crefcit^ 
ipfa illa quantitas reipe£lu liuius partis tanquam totum feu 
integrum fpeflari potdl, hancque ob caufem eius vocatur 
intcgrale. Sic cum df fit differentiale ipfius /, viciffim y 
erit integraie ipfius dyy 8c cum ddy fit differcntiale ipfius 
dy^ erit dy integrale ipfius ddy^ fimilique modo erit ddy 
integrale ipfius d^ y ^ 8c d^y ipfius d^y &. ita porro: unde 
quaelibet differentiatio , fi inverfe ipeflatur, mtegrationis 
cxemplum exhibet. 

140. Origo & natura integralium pariter ac differen* 
tialium clariffime ex differcntiarum finitarum do£lrina in 
capite primo cxpofita cxplicari poteft. Poftquam enim effet 
oifenfum , quomodo cuiufque quantitatis differentiam inveniri 
oporteat , rctrogrediendo quoque monftravimus y quomodo , ft 
propofita fuerit differcntia , ea quantitas inveniri queat , cuius 
. tiia fit differentia ; quam quantitatem refpe£lu fuae differentiae 
vocavimus eius fummam • Uti igitur ad infinite parva proce- 
dendo differentiae in differentialia abierunt, ita fummae quae 
ibi crant vocatae , integraiium nomen fortiuntur : & hanc ob 
caufam intcgralia quoque non raro fiimmae appellari folent. 
Angli qui differcntialia fluxioncs nominant, integralia vocant 
quantitates flucntes; eorumque loquendi more datae fluxionis 
flucntem invenire^ idem eft y quod noftro more dati diffe« 
rentialis intcgrale invenire dicimus. 

141« Uti differentialia chara^ere d defignamus/ita ad 
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iiit^ralia indicanJa hac littera / utimur , quae ergo quantita* 
tibus difTerentialibus praefixa eas denotabit quantitates^ qua- 
rum illa funt differentialia • Sic fi differentiale ipfius y iiierit 
pJxy feu dyzszpdMy erit y int^rale ipfius pdfCy quod hoc 
modo fcribitur ^ =y^^x , cum ^it yzzzfdy. Integrale ergo 
ipdUs pdxy quod "^x fpdn indicatur, denotat quantitatem, 
cuiu^ difTerentiale eft pdn. Simili modo cum fit ddy^qdx^ 
exiftente ^^=:^i/x;erit integrale ipfius i/dfy hoc efl dy—pdxy 
atque ob p:=sfqdx , crit dy=:d9ffqdx , ac propterea 
y=:/d:ffqdx, Si ulterius fit dq^rdxy crit qz^/rdx & 
dp^dxfrdx; unde fi charafter / denuo praefigatur, fiet 
pT=./dxfrdxy porroque dyzz^dxfdxfrdxy atque y^fdxfdx/rdx. 

142* Quia differentiale dy efl quantitas infinite parva, 
cius integrale autem y quantitas finita , parique modo difrc'* 
rentiale ^cunduni ddy infini ties minus efl, quam cius inte- 
grale dy ^ mauifeflum efl differentialia prae fuis integralibus 
evanefcerc. Quae affeflio quo meiius percipiatur, infinite ^« 
va in ordines dividi folent, diciturque intinite parvum primi 
ordinis, ad quod referuntur differentiaiia prima dx^ dy^ In« 
finite parvum fecundi ordinis comple£litur differentialia fecun- 
di ordmis , quae homogenea funt cum dx'*' ; fimiiique. modo 
infinite^ parva, quae cum dx^ funt homogenea, vocantur 
ordinis tertii, ad quem ergo pertinent difierentialia tertia 
omnia; ficque porro. Unde uti infinite parva primi ordinis 
prae quantitatibus finitis cvanefcunt, fic ihfinite parva fecundi 
ordinis prae infmite parvis primi ordinis , atque generatim 
infinite parva cuiufque ordinis altioris prae infinite parvis 
ordinis inferioris cvanefccnt. 

143. His igitur infinite parvorum ordinibus conflitutis^ 
ttti differentiale quantitatis finitae cfl infinite parvum primi 
ordiniS) atque differentiale infinite parvi primi ordiois eft in* 
finite parvum fecundi ordinis, & ita porro; ita viciffim 
manifeftum eft integrale infinite parvi primi ordinis effe 
quantitatem finitam , integrale autem ;infinite parvi fecundi 
•rdinis effe infihite parvum primi ordinis ficque dciiKeps • 

Qiia. 
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Quare fi diflerentlale propofitum fiierit infinite parvum ordi- 
nis n , eius integrale erit infinite parvura ordinis n — i; 
hincque uti differentiando ordo infinite parvorum augetur^ita 
integratione ad ordines infeiiores progredimur, donec ad ipfas 
quautitates finitas perveniamus. Sin autem quantitates fimtas 
denuo integrare velimus, tum (ecundum hanc legem pervenie- 
mus ad quantitates infinite magnas , ab harumque integratio* 
ne inftituta ad quantitates adhuc infinities maiores, ficquc 
pro^rediendo obtinebimus fimiles infinitorum ordines, quorum 
qui^ue praecedentem infinitics fuperat* 

144. Supereft ut in hoc Capite quaedam de ufu figno* 
rum recepto moneamus, ne ambiguitati ullus locus relinqua^ 
tur. Ac primo quidem iignum difierentiationis d tantum aflfi- 
cit litteram immediate fequentem folam: fic dicj^ non denotat 
difierentiaie produ3i xy y kA diflferentiale ipfius h per ipfan^ 
quantitatem ^ multiplicatum • Soietautem, quominus confufio 
nafcatur , quantitas y ante fignum d hoc modo fcribi ydx ^ 
quo produdum ex y in dx irdicatur. Attamen £\y fitquanti^ 
tas vel fignum radicale / vel logarithmicum habens praefixum ^ 
tum pofl differentiale poni folet: nimirum dkV^^aa^^kx) fi* 
gnificat produ6lum ex quantitate finita ^(aai^^xx) in differen* 
tiale dx y fimiliquc modo dxl^i-hx) eft produ6him ex loga- 
rithmo quantitatis i+^, per dx multiplicato . Ob eandem 
rationem ddyVx exprimit produ£)um differentiaiis fecundi 
ddf & quantitatis finitae ^x . 

145. Neque vero fignum d litteram immediate feqaat<» 
tem folsun afficit, fed etiam nequideni exponentem) fi quem 
habet^ fpeflat. Ita dx^ non exprimit differentiale ipfius x^ ^ 
fed quadratum dif&rentialis ipfius ;r, ita ut exponens 1 nooi 
^ Xy fed zd dx referri debeat. Poffet etiam fcribi dxdx ^ 
quemadmodum produRum duorumi differentialium dx 8c dy 
hoc modo dxdy exponitur , verum prior modus dx^ y uti eft 
brevior, ita ufitatior. Praefertim fi altiores potefbtes ipfius 
dx elfent indicandae^ nimis prolixum foret dx toties repeti: 
fic dx^ denotat cubnm ipfius dxy k in difierentiaiihus altiQ- 

rum 
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rum ordinum fimilis ratio obfervatur. Scilicet ddy^ denotat 
poteftatem quartam difTerectialis fecundi ordinis ddy^ atque 
d^y^Vx fignificat quadratum difTereQtialis tertii ordinis ipfius 
y multiplicatum tSt per yfx ; fin autem per quantitatem ratio* 
naiem x multipiicari deberet, ea praefigitur liocmodo ;^^^^'. 
145. Sin autem velimus, ut fignum d plus quam fo« 
lam litteram fubfequentem afficiat, id pecuiiari modo indicari 
debet. Utimur hoc cafu praecipue uncmuiis, quibus ea quan- 
titas includitur, cuius difTerentiale debet indicare. Uti 
dixx^yy^ denotat difFerentiale quantitatis nx^yy\ verum fi 
veiimus difrerentiaie poteflatis humfmodi quantitatis defignare, 
ambiguitatem vix evitare poflfumus: fi enim fcribamus 
•</(** -f"7y)S intelligi poflet quadratum ipfius d^xx-^-yy). Po- 
terimus autem lioc cafu pun6lum in auxiiium vocare , ita ut 
^.(xpt-i-yyy denotet difFerentiale ipfius («J*+>^)*j omiffo au- 
tempunfto di^xx^yyY quadratum ipfius dlxx-^-yy). Pun- 
jEko fcilicet commode indicari potefl fignum d ad totam quam 
titatem pofl pun6lum fequentem pertinere: fic djidy exprimet 
differentiale ipfius xdy; & d.\ xdyV^aa-^-xx) diSerenthlc tertii 
ordinis expreffionis xdy>/{aa-\-xx)^ quae eft produftuni ex 
quantitatibus finitis x^ V\aa^xx) atqueex differentiali dy. 

147. Quemadmodum autem fignum differentiationis d 
(biam quantitatem immediate fequentem afficit , nifi pun6lo 
interpofito eius vis ad totam expreffionem fequentem exten- 
datur ; ita contra fignum integrationis / femper totam ex- 
preffionem^ cui efl praefixum , compleftitur • \xzjydx{aa — xxf 
denotat integraie feu eam quantitatem, cuius differentiale efl 
ydx{aa — ^ap)" , atque haec expreffio fxdxfdxlx denotat quan- 
titatem, cuius differentiale eit xdxfdxlx. Hinc fi veiimus 
produ6lum duorum integralium fcilicet fydx 8c /zdx expri- 
mere, id Iioc modo /ydx/zdx perperam fiet, inteliigeretur 
enim integrale quantitatis ydxfzdx. Hanc ob caufam iterum 
punfto foiet haec ambiguitas tolli,, ita. ut Jydx . /zdx figni- 
ficet produ£him int^ralium fydx & fzdx . 

148. Analyfis infinitorum igitur. cum in differentiali- 

bus 
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bus ttmi in integralibus inveniendis verfatur , & hancobrem 

in duas praecipuas partes dividitur, quarum altera vocatur 

Calculus differentialis , altera Calculus integralis. In priori 

praecepta traduntur, quantitatum quarumvis differentialia in- 

veniendi ; in pofteriori vero via monftratur differentialium pro- 

pofitorum int^aiia inveftigandi : in utroque autem fimul fum- 

jnus ufus, quein ifti calculi tam ad i^lam Analyfm quam 

ad Geometriara fublimiorem afferunt, mdicatur» Quam ob 

caufam ifta Analyfeos pars iam tanta accepit incrementa, 

ut niodico volumine prorfus compreliendi nequeat. Imprimis 

vero in calculo integrali indies tam nova artificia integrandi, 

quam adiumenta eius in folvendis varii generis problemati- 

bus ) deteguntur , ut ob haec novk inventa , quae continuo 

accedunt ^ nunquam exhauriri ^ multo minus perfe£le defcribi 

atque expiicari poffit. Qabo autem operam, ut quae adhuc 

funt' reperta, vel cun5la in liis iibris exponam, vel faltem 

methodos explicem^ unde ea faciie deduci queant» 

I4P» Solent vulgo plures Analyfeos infinitorum partes 
numerari; praeter caiculos enim differentialem & int^ralem 
inveniuntur paf&m calcuii differentio-differentialis atque ex- 
ponentialis. In calculo differentio-differentiali tradi folet me- 
thodu$ differentialia fecundi atque altiorum ordinum invenien- 
di : quoniam aiitem moduni cuiufque ordinis differentialia in- 
veniendi in ipfo calcuio differentiali fimi expofiturus , hac 
fubdivifione ^ quae potius ex merito inventionis^ quam ex 
re ipfa fa£la efle videtur, fuperfedebimus . Quod deinde ad 
calculum exponentialem attinet^ quo Celeb. lOR. berkoul- 
Li, cui ob innumera eaque maxima incrementa Analyfeos 
infinitorum aeternas debemus gratias, methodos differentiandi 
atque int^randi ad quantitates exponentiales tranftulit, quia 
utrumque calculum ad omnis generis quantitates tam alge- 
braicas quam tranfcendentes accommodare conftitui^ hinc par- 
tem peculiarem facere fuperftQum atque inftituto contrarium 
foret • 

N 150. 



150. Primum igitur calculum diffcrentialem in hoc 
libro pertra6hre ilatui, modumque fum expofiturus, cuiuf 
ope omnium quantitatum variabilium dilTerentialia non fblura 
prima, fed etiam fecunda & altiorum ordinum expedite inve- 
niri queant • Primum ergo quantitates algebraicas contempla- 
bor, five fint fun^liones imius variabiiis, five plurium, five 
demum explicite dentur^ five per aequationes. Deinde inven- 
tionem difierentialium quoque accommodabo ad quantitates non 
algebraicas, ad quarum notitiam quidem fine calculi int^ralis 
fiibfidio pervenire licet : cuiufinodi fijnt logarithmi y atque 
quantitates exponentiales; deinde etiam arcus circuii, vicifiin> 
que arcuum circularium fiuus, & tangentes. Denique etiam 
quantitates utcunque «x his compofitas & permixtas differen* 
tiare docebo; ficque calcuii difTerentialis pars prior, metho- 
<ius fciiicet difTerentiandi abfolvetur^ 

151. Altera pars ufui , qmm methodus differentiandi 
tam ad Analyfin quam Geometriam fublimiorem affert , ex* 
plicando efl deflinata. In Algebram autem communem inde 
plurima redundant commoda ^ partim ad radices aequationum 
mveniendas y partim ad feries traflandas atque fummandas, 
partim ad maxiroa minimaque eruenda , partim ad valores 
exprefrionum , quae certis cafibus indeterminatae videantuTj 
denniendos , & quae funt aiia • Geometria autem fublimior 
ex calculo difTerentiali nuxima accepit incrementa y dum eius 
0(>e tangentes linearum curvarum, earumque curvatura ipfa 
mira ^cilitate definiri , multaaue alia problemata circa radio? 
a lineis curvis vel refiexos vel refraflos refblvi poflimt.Qui- 
bus etfi am[)iifrimus tra6latus impleri poflet, tamen conabor^ 
quantum fieri licet^ omnia breviter ac perfpicue explicare* 
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CAPUT V. 

VE DIFFEREISmjTIONE FJJNCTIONUM 

ALGEBRAICARUM UNICAM 

VARIABILEM INVO LVENTIUM. 

152. 

V^uia quantitatis variabilis « differentiale eft =3</« erit» 

in proximum promovendo *'=«+</«• Quare li fiie- 

rit y quaecunque fun6tio ipfius », fi in ea loco h ponatur 

•«»+//*, ea abibit in /• , atque differentia /» — •jr dabit dif- 

ferentiale, ipfius /. Si igittur ptxiamus ^ =:x" fiet 

I. 2 
erttque ei^ 

dyzsiy^ — « — »•''-»<*• -f-^^^^I^ )^*dx*+ &C. 

I. a 
At in hac exprefllone tefminns fecundus cum reliquis fequen- 
tibus prae primo evanefiut, eritque idcirco wf—^dm differen- 
tiale ipfius M*, feu d^if ^mr"^ dm . Unde fi ^ fit numerus 
&u quantitas conftans, erit quoque d,aif ^natf^^dm, Cu- 
iufcunque ergo ipfius m potefiatis differentiale invenitur, mul- 
tiplicando eam per exponmtem , dividendo per w , & reli- 
^uum per dm nuiltiplicando , quae r^Ia &cile memoria re- 
tinetnr. 

153. Cognito differentiali primo ipfius n", ex eo fii- 
(dle di^rentiale iecundum reperitor, dummodo , ut hic con- 
ftanter affumemus, differentiale dx conftans fiatuatur. Cum 
enim in differentiali w^^^dx fii£lor fidx fit cooflans , alte- 
rius &£loris «'" » differentiale fumi debet , quod proinde erit 
(»—i) »!"-»</*. Hoc ergo per ndm multiplicatum dabit diffe- 

N 2 ren- 
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rentiale fecundum : </</.«•:»»(»— i)«f^«</«*. Simili modo 
fi differentiale ipfius «"7"' qiiod cft.= (»— »2) «"-3 </« multi» 
. plicetur per n{n—'i)dx* prodibit differentiaie tertium 

</.8«»==»(»--l) (» 2)t^idMK 

Porro itaque erit differentiale quartum 

d,*:^ = n{ti — i) (» — aj (»-*-3)V-^/^«, 
Sc differentiale quintum 

</.*x"=»(» — i) (»-72) (»—3) (» — 4) «"-«</»«; 
uude fimul fbrma iequentium differentuiium iaciiiime col' 
Jigitur . 

1 54. Quoties ergo » cft numerus integer affirmativus , 
toties ad differentialia tandem pervenitur evanefcentia ; quac 
icilicet ita iunt =0, ut prae omnibus ipfius dx poteltatibus 
evanefcant. Horum autem notandi fiim caius fimpliciores. 
d^ :=s dfc ; ddjt = ; </.J » =0; &c. 
«/.»• zszzxdx ; dd*}i*= zdit* ; </.'** =0; </.♦»* cso &c 
d^^ = 3»» dit ; ddjcl == 6jtdx* ; JL^ *' =: Sdx^ ; </.♦ *' =. o 
d,K* = 4x? </» ; dd^ =1 2x* dx* ;dJx*=: z^xdx^ ; d.* x* =24^«» 
</.«^ =; 5x« dx ; dd^l== zcx^ dx* ; d.^ x^ = 6ox* dtfi ; d.* x^ =3 

1 20 «/«♦ ; ^.5 *« = 1 20 </*« ; i/.« *» =0 . 
Patet ergo fi » fuerit^numerus int^er aiErmativus, poteilatis 
*' differentiale ordinis » efl.e conitans, nempe = 1.2. 3. . . . 
ndt^ , adeoque | diiierentialia iuperiorum ordinum omnium 
effe =0. 

1^5. Si w fit numerus integer n^atiVus , huiuiinodi 

ipfius X poteftatum negativarum — , — , —^ , &c differen- 

X x^ x"^ 



i I 



tialia fimii poterunt , cum fit — i=:*-"» ; — =«— * & ge- 
^^^"^^ ^^^^»"*"** ^i e^o in formula antecedente ponatur 



n 
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nssi—m,^ tnt ipfius — differentiale primum =— ^— ; 

.'..,-.. ^ • _ - " . . j " * 

dififerentiale recuadum s=:;-4-* — -r"'^ diiTQFentiaie tertiuin 

• . , .t. . • - " *•- ....... ^ - •* 

=: — i ^ &c. unde fcqucnttt cafus lunpli- 

cibres imprimis not!ari nfierentur . ^ *" 



X «* • ^ a? * ^^ • X . 

I — 5^^^ ^^ I 6dx^\ i _— 24^*1 

</. — = : aa.—ss — - — ; rf.i — e=: -— 

». — — • — 7—; «0. -r-ss „ . - ; a.»— ■— . " ■ • - ' 

.. .v&C. • - 

155. Ponendis deinde pro n num^rU fei£tis differenjUa* 
lia formularum irrationalium obtinebinius . Sit enim 

»=—> erit formulae x* fcu v^« difierdntiale. primum . 

ff"» ' ,, 

= j« ' </i»=; ^</xV» • fecundufla 

■Hinc 
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Hiac erlt: 

i/. Va? =5 —7 — ; dd. V> = — 7— ; y.J ^x =5 — ^^-; — 
3V** 9xVx* lyk^V^t* 

J.Vx=i —^ — ; dd,Vx=. — -—', //.l/*=s-^ 

4V>J itf«v^*J ' tf4»VxJ 

quae expref&ones (i panlifper infpiciantur, facile habitus acqui< 
retur huiurmodi differentialia , etiand fme praevia reduftione 
ad formam poteftatis, inveniendi. 

1 57. Si /i non -fiierit i , ied numeros alius five afHr-^ 
mativus live n^tivo^ integer, difiereflttiaiia aeque &cile defi< 
nientur. Cunii autem differentialia fecunda Sc altiorum ordi- 
num ead«n l^e ex primis, qua haec ex ipfis poteflatibus ,■ 
deriventur, exempia (impiiciora primorum tantum differentia- 
lium apponamiis . 

JV^m^t^Vm; djt^ y^xssiixdxVxyd^* Vxsslx* dxVx; 
j t —dx - , I : __-7-3 dx j I -"S*/^ 

*Vx 2*/« * ' xVx aMVii * * >ueVx ^" zx^ Vx * 

•i#.V^ic»=f'7^; «/.W"» — f </>rt^«; d,fiVM*sa^dieVfi'; 
Vx 



* _ . » . » •' - •" » 



. 1' — </* I — -2^# , I — 4*/* 

•.7-=:— 7-; </.-; = — ; — ; rf. -— — 7—; 

V* 3*^« V*» ^feVny »evM 3*VAf 

, I -^Kdx , I -^dx o 

i$8. £x his iam fuu£lioautn. omnium algebcaicarum 
ratlbrialium ihtegrarum difierentialia poterunt inveniri , prop- 
terea quod earum finguli termini funt poteflates ipfius », 

quas 
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quas difl^entlare novlmus. Cum euim quantitas huiufinodi 
^+f + »' + *+&c. pofito K-^-dit loco w abeat in /> + </^+f 
+ </y + r + </r + f + ^f + &c. erit eius difFerentiaie z=.dp + dq 
+</r+</x + &c Quare fi fingularum quantitatumj», ^, r, x, 
difierentiaiia alfignare oueamus, fimul quoque ajggregati ea- 
rum difierentiale innoteicet. Atque cum multipliipfius^dif- 
ferentiaie fit aeque multiplum ipfius </^, hoc ^d.apsssadp; 
erit quantitatis «rj^ + ^^ + cr differentiale ^adp+bd^-^-cdr, 
Cum denique quantitatum conilantium differentialia fint nul- 
la, erit quoque quantitatis liuius /?/>+% + «•+/ differentia- 
le zzadp-t-ifdq+cdr, 

I5p. In fun6lionibus ergo rationalibus integris cum 
finguli termini fint vel conflantes vei potefiates ipfius x, dif- 
ferentiatio fecundum praecepta. data faciie abfolvetur . Sic erit : 

d(a + x) = dx ; d{a-\-hx) ^ bdx ; 

d(a+xx) =: zxdx ; d(aa'-'xx) zz.—' ixdx ; 

d^ai-hx + txx) = bdx^-icicdx; 

d(a + lfx-i-txx-^ex^ ) « kdx^i-icxdx-hz^x^dx ; 

d(a^bx-\-cxx-\-ex'^ +fx* ^^bdx-^-^cxdx-^-iex^dx-^-^x^dx* 

Atque fi exponentes faerint indefjniti erit : - - 

d ( i — ^" ) = — »*»-■ dx ; d(i+x^)zz w**-» dx ; 

d(a-\-bxr •^-fx" ) = mb9r-' dx + »«^' dk, 

160, Cum igitur fun6tiones rationales int^rae fecun* 
dum maximam ipfius x dignitat^ in ^radus diflinguantur , 
manifeflum efl^ fi huiufbddl f un£li6nuiTr continuo differentia- 
lia capiantur, ea tandem.fieri Conftaiitia, pofleaque in nihi« 
lum abire, fi quidem diffiurentiaki d» affum^tur conflans. Sic 
fimftionis primi gradus a-\-bx differentiale primuhi bdx efl 
confhms, fecundum cum fequentibus nullum. Sit fiinflio {<> 
cnndi gndus 

M-^-bK + cxxszy; erit dyszbdx-^-icxdx; . 
, ddvzsicdx*; d^jfzz:o, 

Si- 
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Simili modo fi ponatur funSlio tertii gradus ^ 

if^-bx-^- cxx + ex^ =y ; erit dy = hdx 4- 2 cxdx + ^exxdx ; 
Jd/c=:2cdx* '^6exdx* & d^yssSedx'* atque d*y = <x. 
Quare generaiiter fi huiufmodi fun6lio fit gradus », eius dif. 
ferentiale ordinis n erit conflans, & fequentia omnia nulia. 
161, Neque etiam differentiatio turbabitur, fi inter 
poteflates ipfius x^ quae huiuftnodi fun6lionem componunt, 
occurrant tales, quarum exponeutes fmt numeri a^ativi feu 
fia6ti. Ita 

I. Si fit y=za-{-bVx — 1 

x 

, bdx . cdx 
crit «y=- 1 . 

Z/Af XX 

II. Si fit ^f = -^ + ^ + c/;^ — r* 

— W* cdx 
txit dyz=. — ~ — r — --•^edxy 

4«fxV« 4;i;V;tf 

IIL Sifit >=:4 + -j^ ^ + ~ 

Vxx xiVx ** 

, '^"ibdx , 4r</jf 2//;^ 
erit ^;, = — ^ + ; ^ 

yc^xx zx9^x 

^ ., lobdx* zScdx* , 6fdx* 

px*)^xx 5>*V* * 

cuiufmodt exempla iecundum praecepta data £icillimc abibl- 
yuntur» 

idi. 
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\6i. Si quaatitas diffefentianda propofita fiierit pote- 
ftas eiufmodi fua6Honb ^ cuius difierentiale exhibo-e" valemus , 
praecedentia praecepta Tufficiunt ad eius differentiaie primum 
definiendum. Sit - enimi /> funftio «juaecun^ue ipfius at , cuius 
differetJtialc df^-m -poteftate eft, erit' ipfius- p6teftatis p' diffe- 
rentiale primum =Dr/»''-'^/>. Hinc fe^ttentii exem^la fol- 
vuntur: 

I. Si fitjf = (-»+*)"; erit </>=:«! (^ -!-*)•-•</* 

II. Si fit y == (iro-— X*)' ; 'erit. " ^ ==s -^ ^dx (aa -^ mt) 

III. Sifitys= — j-r- feu « = (44+*«)— *. 

- '•"... . . , Bdx4-2ciid)i 

IV. Si^tys=iV{a + lm-^cMx); erit </>>.= ~- . - — r. 

• • ' • ' i 

y. Si fitjr=;/<^— >f«)»i ..feu j»=:(«4 — n^)^ 

—i — 8x'</« 
crit i/y = — |«'i/*(-H — n?) '=-7 



3/(^4 — «♦) 

VI. Si fit ysa-p r feu jr = (i— »«r) * 

/(i — ««) 

erit «hr =5 *</»» (l — «fj») * = 7 r-17 r ." 

•^ ^ . (x— w»)/(i — «*) 

•VXI. Si fit y = /(-»+/^x+«) . 

. , i/*/*:2/* + </« L dtc^b-^zdiVM 

ent «7 = — 7 



3V-(4+/^«+»)' tf/*V(-»+/^<»+*)' 



I 



yiii. si fit > = -7-77— — N > 
«+/(*-•—«*) 



IX 
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ob J. V("— »)=7(;;;r7^' «« ■ 

'^dit^ttdHiVi fa—tm) ttdtt-— dttn/^aa — tttt} 

^ ^ 4/*(*--V^(#-»— w))» 

lcu tfv = 7 ""^rr \ ' 

^ (2*>« — aa)* f/{^aa — xx) 

. Siftt 7 = /(i — ~ + /(i— **)•)'• 
Ponatur -7-=^ & V(' — ^)' = f./ 

4V(,— ;> + ^) 

"^dk "^^Axdx ' 
lain per anteoedentia cft Jp^ — — & dq = — ; , 

. ■.". . 3V(i~«») 
quibus valoribiis fiibftitutis fict : 

>dtt''.%xYx'—'4»khe':V{i'-^9i() 
dy = 'T- , 

Sixnili ^autem hiodo fiiigulares litteras toco termiiionBn all- 
cuantum compbftt^rum fubftituendo Qnmiom huiuimodi fuo- 
aionunfi diflG^rentj^diai 4cile eruuntttr. 

1^3. Si quantitas dilferentianda ^it produ£lum ex 
duabus pluribufye fun6lionibus ipfius x^ quarum difierentialia 
conflant, eius dif!erentiale ieqiiente moda commodiflinie inve* 
nietiu*. Sint p* & ^ fun^iones ipfius x^ (jnarum difierentialia 
dp & dq iam funt cognita, quia pofito x-j-dx loco x; f 
abit in p^dp & ^ in q4rdq: produflum tq tranfi?itttibi- 
tur in (p + dp) (q + dq) =».^ -^pdijyhqdp + dpdq . Undc 

• pro* 

/ 



I 

L 
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produfli pq^ difFerentiale crit es pdq + f i//> + ^P^^i ^^i 
cum pdq Sc qdp fint infinite parva primi ordinis, at dpdq 
fecundi ordinis^ ultimus* terminus evanefcet^ eritque igitur 
d.pqaspdq-^^dp; pifiereirtialc «go produfti jp^ conftat ex 
duobus membris, quac obtinentur, fi uterque fa£lor per dif- 
ferentialc alterius fatbris multipliceturv Hinc £icile deducitur 
differentiatio produ6ii pqr ex tribus fafloribus conllantis : po- 
natur enim ^r = «, fiet pqrs=zpZy & d. pqr^pdz-hzapy 
verum ob ^zzqr erit dx^qdr.-^rdq y quibus valoribus lo- 
co % & dT^ fubftitutis erit. d.pqr^^^pqdr-^-prdq-^-qrdp . 
Simili modo fi quantitas difierentianda quktuor habeat fa£lo- 
res erit : d. pq^'s ^pqrds -{^pqsdr -{-prsdq + qrsdp : 
unde quilibet differentiatioiftm plurium fa£lorum facile per- 
fpiciet. 
L Si ergo fuerit y^{a^x){i — x) ^ crit 

dy = — dx {a 4- «) +</x ih — x) = — adx + hdx^zxdx 
quod idem differcntiale quoqUc invehitur) fi quantitas propo- 
hta evolvatur: fit enim >=4A — ^ + /»x — x» ^ idcoque 
per fupcriora praecepta dy^^-^adx^bdx^^xdx ^ 

II. Si fuerit > = — V{aa — xx) ♦ 



Ponatur — dspSi V(aa — xx) =s q , quia cft dp 



XX 



quae ad eundem denominatoreai redufhe dabunt, 

'^xxdx — aadx-\-xxdx — aadx _.. • j«/r 

r ss ——7 — — -r . Hmc erit dine- 

XMV{aa — XX) xxViaa-^xx) 

•u. aadx 

rcntiale quaefitum ■% dy^ — '—} : . 

^ xxV{aa — xx) 

O 2 IIL 
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XX 

m. si &mt /=^7^+^)- 

Ponatur mx=:p^ & ^: , — -r ~f > 9*"* invenunus 

if^ s ixi/jr & </f = j*, crit 

' , 1 . — iff^dx . 2xdx 2a*xdx 

(^4 + ^,4^ V(^+^) (-♦+*4)» 

Hiuc ergo erit dififerentiale quaefitum 

: "i^xdx 

^^{^-^^x^^y^ia^ + x^y . 

X ' ' 

IV. Si fuerii y = . ^. ' z r . 

"^ *+V^(i+;v*) 

Ponendo x^p 8c ^-r—rz — r~~^ = ^i ob dp^Jx 
^ ;r + %^(i+x;i?) ^' ^ 



+**-)) 
jwr) 



'—dx — xdx : V ( I + Jf Jf ) -^dx^x-^y^i, i -^xx )] 

^" {H^iTh^y ■"(;^+V(i+J^-V(i+ 

—'xdx . dx 



(x + V{i+xx))V(ii-xx) x+y{i+xx) 

dx{V(i+xx)-^x) ^. ,.- ., 

=:- — - - ^ ' r^ — , ; • . Fiet ergo differenuale 

(x + V{i+xx))V(i+xx) ^ 

dx(V{i+x)e)^x) . f a- 

quaefitum dy = 7 — ; ; r — ; — r — -vicuius frattio» 

\ . ^ . (*+/(i+**))V(i+x*)' 

nis fi numerator ac denominator multiplicetur per 

. dx(l + 2XM-^2xV{l + MX))^ 

• (1+««)— *», nei dy=, — ^ -7—, — r- = 

/ ' -^ V(i+xx) 

dx 
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Idem <liffereiitiale alio modo commodius inveniri poteft/ 

cum enim fit > ss— r — 7-7 — r , multiplicetur numerator ac 

denominator per V"(i+«^) — #1, fietque 

/=Sl8V(l+lfJf) — ^* = V*(x* +if*)— x^, 
cuius differentiale per priorem regulam efi: 
$cdx + 2M^ dx . dx^2»Mdm . . 

^ V(^ + «^) • V{i^xx) 

V. Si fiierit yz=.{a^x) (b — ir) (x — c), erit 
dy=:(a'j^x)(b — x)dx--(a+x)(x^c)dx+(h-^^ 

VI. Si fuerit f^x(aa + xx)^(aa — xx). 

Ob tres faftores ergo reperietur 

dy = ^x (aa + *jc) V (^ii— ^) + 2 xxdxV(aa^ xx) 

xxdx (aa + **)^ dx (a^ + igr^ x«f — j\H^ ) 

V^(/7ii— -xx) ^(aa^^xx) 

164^ Quanquam etiam fra6liones io fa£loribus comprC' 
hendi pofTunt , tamen commodius utemur regula fi-a£lionibus 

difFerentiandi inferviente. Sit ergo propcfita haec fraftio — , 

cuius differentiale inveniri oporteat. Quoniam pofito x^dx 
loco X fra£tio iila abit in 

q+dq ^'^ ^^\^ qqj q qq q qq 

p 

unde (i fra£tio ipfa — fubtrahatur, remanet elus difTereiitlale 

q 

d. Zss-^^^-^ , ob evanefcentem terminum -^ — . 

9 q qq n 

Hmc 
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, p a d p-~-^p d o 
Hinc ei^o erit </. -C— :i-^C C— 2 ^ unoe haec regula 

pro differeatiatioae cuiufque fractioais eaaicitor. A diferen' 
ttaVt numeraforh per demminatorem multiplicato fuhtrahatur 
differentiale denominatoris per numeratorem rmthipticatum y 
reftduum dividatur per quadratum denomi/tatoris , quotufque 
erit differentiale fraSlionis quaefttum . Cuius regulae ufus per 
fequeatia exempla illuftrabitur. 

I. Si fuerit r=: — : , erit per haoc regulam 

^{aa-^- xx) </* — 2 xxdx (aa — xx) dx 

^ "" {aa^xxy "" {aa-^-xxf " 

TT o- r • ^{aa-^-xx) 

II. Si fuerir y = — ^ — ; reperitur 

aa^^ XX 

(aa — Mx) xdx :^{aa^ ux) -^zxduV {aa -f- **) 

^^= {aa^xxy — ' 

• rn 1 ft. j (2aa + xx)xdx 

«. feaa reduaione Jy^ ^-y-^,J--^—j. 

^Saepenumero expedit ea regula uti, quae fequitur ex formula 

P dp pdq 
priori d. -C=:— -— ^— , qua differentiale fraftionis aequa- 

• ^ ^ . ^^ 
le repentur differentiali numeratoris per denominatorem divi- 

fo, demto differentiali denominatoris per numeratorem multi- 

plicato at per quadratum denominatoris divifo. Ita 

III. Si fuerit « = ■ , — ; — r ^ crit 

j t^ ^zxdx (aa — xx)(ia ax dx + ^x^^dx) 

' ^ a^-^- aaxx + x^ "^ (4» + ^^^^ + ^* Y 

quae ad eundem denominatorem revocata praebet • 

A ^ ^^^^ ( ^^^ + '^^^x^ ^x^) 

(a^ + aaxx+x^y 1^5. 
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1^5. Haec iam fuffidunt ad cuiufque fiinftionis latio- 
nalis i|)fius x propoiitae difierentiale inveftigandum ; fi cuim 
fuerit int^ modus difierentiandi iam fupia eft cxpofitus. 
Sit igitur fonaio propofita frafla , quae fcmper ad huiufinodi 
formam reducetur: 

A + BAf + Of^-f rW»4-E;y^-hF;e^-f &c 

Ponatur numerator =/> &: denominator ss:^, ut fiat 
y^t; crique 4yz=:^^^^, At cum fit: 
/> = A4-B^ + C*» + Dj»s + E*4+ &c 

& qZ=a.+$X-\- >*»+^*3+€JC4+ &c 

erit dp = B//Ar + ?0</« + ^J>x*d:t + ^E*»^/* + «ca 
& </^ = ^</* + zyxdx + 3<J« V« + 4£*3</« + ^cc 
unde per multiplicadoncm obtinebitur: 

qdp=saBd9i + 2aCxdM+ ^aDx*4ix + 4a'Ex»dit + &c 

^B +iSC +3^D +&C 

}B +2>C +&C 

<JB +&C 

fdqss6Kdit+ €Bxdit+ €Ck*dn+ ^Di»V* + &c 

a>A +23PB +2^C +&C 

3* A + 3<5b + &c 

4£A +&C 

Ex his itaque obtinebitur difiereniiale quaefitum: 

■^ ?! ^« "^ '■''^ndx-tn^ +4aE + saF 
--^A^'*-2?A''**+ ^C . +2^D ,. +3gE 

-^^''''^^^a^B^^^^^+^D^,^ 

— 3(yA — 45A -.^c*^^*^<^ 

— 3£B 

<^=: ! "- S ^ 

(« + Sx +[}xx + 8xi +Sk*+ Ixi + &c. )^" 

Quae 
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Quae expref&o ad cuiafVls funSlIonis ratlonatis dlfTerentiale 
expedite inveniendum maxime eft accommodata. Quemadmo* 
dum enim numerator difTerentiaiis ex coefficientibus numerato- 
ris ac denomlnatoris fun6lionis propofitae combinatur^ ex in- 
fpeftione mox inteliigitur, denomlnator vero differentialis cfl 
quadratum denominatoris fun^onis propofitae» 

i66. Si fraftionis propofitae vel numeratoc vel deno^ 
minator vel Uterque ex faaoribus conftet , multiplicatione 
aftu inflituta orietur quidem forma, qualem modo differentla* 
vimus; attamen facilius pro his cafibus r^ula peculiaris for* 

mabitur • Sit igitur propofita haiufhipdi fra^ftio > = — • 

Ponatur numerator pr:s^Py ut fit JRzzpdr + rdp • Atque 

p qdP^^Jfdif 

ob / = — , erlt dy = 2. fubflltutis autem loco 

P & ^P valoribus, habebitur: 

I. Sifuerit y = ^; eius diff. J, = £i±±i^fc=£!i^. 

9 ^^ 

Si ilt y^J-y pofito denominatore qs=iOy 



=Z 



juare 
qqss 

II. Si fuerit y = ^, erit j fdp-p^ds-^psdg ^ 

qs qqss 

lyr 

Si fuerit^=v_- poriatur prsssV & f«=Q, ut habeatur 

i^^— , & </y= ^ ^^ ^ » Cum autem fit 

dP =s pdr + rdp 8c d(^=s qds + sdq , 
prodibit fequeos difTereatiatio : 

ur. 



i 
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IIL Si fecrrt y=3?I^ 

- ^ ^5'^^'' + qrsdp --^ pqrds -^prsdq 

y -^^ . ^^ 

fcu dy::z Y — • • 

qs qs qqt qss 

Simili modo, li numerator ac denominator fraftionis propo- 
iitae plures habeant fa£lores, differentialia eadem ratione in* 
veftigabuntur ; neque ad hoc ampliori manuduflione erit opus . 
Quamobrem quoque exjempla huc pertinentia praetermitto , 
cum mox modus generalis has omnes differen(iandi methodos 
p^ticulares compleftens alferetur» 

'i6y. Dantur autem cafus tam produ£lorum quam fra- 
^onum, quibus differentiale commodius exprimipotefl, quam 
per regulas generaliores hic expofitas • Evenit hoc fi faflores , 

3ui vel fun^onem ipfara, vet fimftionis numeratorem aut 
enominatorem conftituunt, fiierint poteflates. 

Ponamus* funflixmem', diffeferitiandani effe ^r=^»^* , ad 
cuius differentiaie inveniendum.. fit /)*=3P & ^"=jQ^, 
ut fiat^=PQ & 4yc=PrfQ+Qf/P . Cum autem fit 
i/P = w/>*— '^/> & dQj^^nq^^^^dqy fiet his valoribus fubfli- 
tutis : dy = np"^ q^^^^^dq-^ mp'^''^q^dp=:p'^'^^q'^^ (npdq + rnqdp); 
unde fequens oritur regula: 

I. Si fuerit jrs=:/>«^»- 

erit dyz^Lp^^^^q^^-^^npdq + mqdp)'^ 
Simili modo fi tres fiierint fa^ores ^ differentiale invenietur, 
'ac reperietur hoc modb exipreffunrr 

II. Si fuerit y^p^^q^r^ ; 

erit dy ^^*^»^"— ^ r*^i (mqrdp + nprdq + kpqdr) . 
itfS. Sin autem fuerit propofica fraftio^ culus vel nu- 
uierator vel defioaunator habeat ^£lqrem, qui efl poteflas^ 
r^alae quoque particulares tradi poterunt. Sit primum propo- 

P fita 
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fita huiufmodi fra6lio v = — , erit per regulam fraftionibw 

infervientem dy =: -^ ^-i — l ^ guod dilEbrentiale^cpm- 

qq 

-modius fic exprimetur- 

L Siiuerit y=~^ ^^rx. dy^C L-2J: — LJi , 

Sit iam y = — , fict per eandem fuperiorem r^ulam 

dy:=z ^ ^ ^* * -caius expreflionis fi numerator ac 

denominator per .f"~^ dividatur , erit rfy =s i-£--^_?^ 
Quamobrera- 

II. Si&erit x=,^, «It ir=2*=?^v . 

Qjiod fi-vero {nt)ponaturj»s=-^; invemctur 

; .mp^~^if*^p'~-np*''q^--'^dq ' , . ' •, 

4y= ^ ^ r O'.." • •' qupc reducitur, ad 

■/ 4!" . '"' • ■'. .' - 

dy t= -i- 2_£_ — C — 2 . Ouocira - " : 

^" • " ", 

III. Si fuerit y=:t — ei:it . ^y,:^^ — --^ ^ V r — ; 

. y» - •^ :.'^, ■— -• - • ' f«.'t^ •• t-. 

Denique fi propofita fiierit huiiifinpdi frafiio. j»^ 

habebitur per regulam fraftionum generaleni '^ 

j • ^"''q^dT ■— mp"f—^qnrdp ' — 'Hp'"tf*^'^rdq - • 

cuius expreffionis cum nmneratof ^ &■ denoBffinatof fit dJVlfifei- 



^qn > 
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IT. Si fuerit y=:-I_: 

^ pmqn ' 

f pqdr — mqrdp — nprdq 
. cTit rfyss;^-^ -^— -^— ^^ 

Si plures occurrant faflores^ huiufmodi regulae fpeciales, qua^ 
verbis exprimere fuperfluum foret^ faciii negotio. pro quovis 
«afu erui poterunt.. 

169^ Regulac differentiandi quos haftenus expo/uimitf 
tam late patent, ut nulla excogitari poffit fun6lio ipfius pe 
algebraica y quae non earum ope differentiari queat »^ Si enim 
£in6tia ipfius x fuerit rationalis^ vei erit integra vei fra£la , 
priori cafo. §• 1 59. modum dedimus eiufmodi fun£liones diffe^ 
lentiandi, pofleriori vero cafu in §, 155. negotiunv abfolvi- 
mus* Simul vero etiam compendia, fi fa6lores involvantur, 
dijBferentiationis exhibuimus. Deinde vero etiam quantitates 
kratiooales cuiufvis generis differentiare docuimus y quae quo-» 
modocunque- fun6lionem propofitam afficiant , five ei per ad<^ 
ditionem y five per fubtra£lionem five multipiicationem five 
divifionem fint impiicatae , perpetuo ad cafus iam tra£htos re* 
vocari poteruiit .^ Inteliigenda autem liaec funt de' £un£lionibus 
expiicitis; nam de implicitis, quarum natora per aequationem 
datur^ infra, poflquan» fun£liones duarum pluriumve variabi* 
lium differentiare docuerimus, tra£|andi locus erit. 

«170» Si r^las hic traditas fingulas perpendamus atque 
inter fe conferamus, eas omnes ad unam maxime univerfalem 
reducere poterimus; quam autem infra demum rigida demon- 
ftratione munire licebit ; interim tamen & hoc loco non adeo 
difl&cile erit eius veritatem attendenti intueri. Fun£lio quae» 
cunque algebraica compofita efl ex partibus , quae vel additio- 
He vel fubtra£lione vel multiplicatione vel divifione inter fe 
crunt cotnplicatae; haeque partes erunt vei rationales vel irratio- 
fiaies. Vocemus ergo iflas quantitates fiin£lionem quamviscon^- 
ftituentes eius partes» Tum pro qualibct paru funBio propoji^ 

P X ra 
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ta feorfm ha Sfferemietur , quaf% ea pars fola effet vatta^ 
hilis^ reitquae vero partes omnes conjiantes. ^m fa^ofingula 
ijia differentialia , quae ex fnguits partibus mo3o defcripto eli^ 
ciuntur , in unam fummam colligantur , fu:q9ie obtinebitttr dif 
ferentiale fun^ionis propofttae r Huiufque regulae ope omnes 
omniuo fun6HoflCs diflercntiari poterunt, nequidem tianfcen-. 
dentibus exceptis, uti infra oftciidetur^ 

171. Ad regulam hanc iiluftrandam ponamus fuoflio* 
nem / duabus conftare partibus^ five per additionem five fub- 
traftionem connexis, -ita ut fu f=:p±q. Ponatur prirao fo- 
la pars p variabilis, altera q conftans erit diflerentialerri/^^ 
deinde ponatur altera pars + q foia variabilis y altera vero p 
conftans, eritque differentiale =z±dq. Atque cx.liis differen- 
tialibus dkfereHtiale quaefitum ita ccwnponetur , ut fit dy=: 
4p±dq^ omnino uti idcra iam fupra invenimus. Hinc vero 
fmiui liquet^ fi funftio pluribus conftet partibus-, five itrvi^, 
cem additis five fubtraftis, nempe /=^4^±>' + ^, opeJiuius 
regulae inventum iri d/=:idj)±dq±dr±ds ^ plane uti & fu- 
perior regula docebat^ 

lyz. Si partes fmt in fe invieem multiplicatae , ita at 
fit ^=pq y mamieftum eft pofita fola parte p variabili, fore 
difierentiaie =qdp; at fi altera pars q fola variabilis ftatua- 
tur, erit difFerentiale =pdq. Addantur ergo haec duo diflfe- 
rentialia invicem^ atque prodibit diflerentiak quaefitum •^zr 
fdp-^pdq^ quemadmodum ex iam allatis conllat. Si plurcs 
iuerint partes per multiplicationem conDCxae, kxVicct y=pqrsj 
C fiicceflive unaquaeque fola variabilis ftatuatur, orientur ifb 
differentialia qrsdp^ /^^f > /^^^'> ^ pqrds , quorum 
fumma dabit differcntialc quaefitum, nempc 

d/ = ^rsdp + prsdq + pqsdr + pqrds , 
prorfus uti iam ant-e invenimus. Differentiale ergo cx toti* 
dem partibus componitur, five partes funftionem conftituen- 
tes fint invicem additae fubtraftaeve , five in feinvicem mul- 
tipliutac 
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,7j. si partes funaiouem formantes per divifionem 

«nt connexae, nempe /^^ponatur fecundum regulam pri- 

mum fola pars/> variabilis, eritque ob q <:onflans differentiale 

=:^« deindc ponatur fola pars q variabilis ob yszp^^; 

trit difierentiale =— — , q«ae duo differ«ntialia colka» 

^^ . 
^labunt differcntiale funaionis propoUtae 

__^ pdq qdp—pdq 

ficut iam fupra invenimus. Simili modo fi funftio propo^ 

iita fit yss^ y poneado fucceffive fingulas partes folas 

f^qytScs variabiles, prodibunt fequentia clifferentialia; 

i^. Pjl^ :Zi^; &l£i!^, undefit 
rs * rs * m m 

qrsdp + prsdq — pqsdr — r pqrds 

rw 
174. Dummodo ergo fingulae partes, ex quibus fiin^io 
componitur, ita fiierint comparatae; ut earuni differentialia 
exhiberi queant, fimul quoque totius fiinftionis differentiale 
inveniri poteritl Quodfi igitur partes fuerint fiin6Uones ratio- 
nales , tum earum differentialia non folum ope pracceptorum 
ante iam datorum inveniuntur, fed ea quoque ex hac ipfa 
reguia generali erui poterunt: fin autem partes fuerint irra- 
tionales , quia irrationalitas ad poteftates , quarum exponentes 
funt numeri frafti , reducitur , eae per differentiationem pote- 
ftatum, qua eft </.*":= »«»-'</x differentiabuntur . Atque , ex 
eodem fonte haurietur quoque differentiatio eiufmodi formula- 
rum irrationalium, quae alias infuper expreffiones furdas m- 
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volvunt. IjQde patet fi cutn regula generali hic data, infa 

vero demonftranda , coniungatur reguia differentiandi (>otefla- 

tes, tum oninium omnioo fua6lionuiii aigehraicaruni differen- 

tiaUa exhiberi pofle. 

175. Ex his omnibus iani dilucide fequitur, (t/ fuerit 

fiin6Ho quaecunque ipdus x^ differentiale eius dy huiufmodi* 

habiturum elle formam dy^zpdK^ in qua valor ipfius p per 

praecepta hic expofita femper affignari queat. Erit autem ^ 

iun6lio ipfius x quoque algebraica, cum in eius determinatio«* 

nem nullae aliae operationes . ingrediantur , nifl confuetae^ 

quibus fun£liones aigebraicae conflitui folent. Hancobrem. fi f 

dv 
fuerit funftio algebraica ipfius x , erit quoque ~ fun6Ho alge-- 

braica ipfius x. Atque fi % fuerit etiam fiin£Vio aigebraica 
ipfius Ky ita ut fit dzz=:qdxy ob q fun6lionem algebraicam* 

dz 
ipfius X y erit quoque — fun£lio algebraica ipfiur x- , quippe- 

dy 

a • dz 

quae eft = 21 Quare fi huiufmodi formulae- -— in expreflio- 

nem cetera algebraicam ingrediantur y eae non impedient y 

quominus ea expreflfio fit algebraica , dummodo y 8c. x fue* 

rint fun£liones algebraicae. 

iy6. Poterimus autem hoc ratiocinium extendere ad 

differentiaiia fecunda & fuperiorum ordinum. Si enim ma-^ 

nente y funftione algebraica ipfius x y fuerit df=^pdx y 

atque dp = qdx ; erit fumto differcntiali dx conflante y. 

ddf:=^qdx^ uti fupra vidimus. Cum igitur ob rationes aa- 

te allegatas fit quoque q fua6lio algebraica ipfius Xy erit 

ddy 
quoque -- — non folum quantitas finita, fed etiam fun£lio al- 

gebraica ipfius x y dummodo y fuerit eiufmodi fun£lio. Si- 

d^y d^y 
mili modo perfpicietur y fore — , -~ , &c fuu£liones al* 

dx^ \ dx^ 
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gebraicas ipfius x^ modo jr fuerit talis • atque fi » fit quo- 

que funftio algebraica ipfius ;tf , omnes exprcffioHes^ finitae ; 

quae ex differentialibus cuiufvis ordinis ipfarum^^*», & ex 

ddy- d^f 'dpcd^ 

dx componuntar cuiufmodi funt -77- ; ^r-rr^ : -7— rr- ; &c. 
^ dd% dzddy djf^ddz ' 

fimul erunt funfliones algebraicae ipfius x. 

177. Cum igitur nunc methodus fit tradita cuiufquft 

funftionis ipfius x algebraicae diflbrentiale primum invenien- 

<di y eadem methodb poteriinus quoque differentialia fecunda 

altiorumque ordinum niveftigare . Si enim y foerit fiin6tio 

quaecunque algebraica ipfius x j tx eius differentiatione dy 



pdx ionotefcet valor ipfiuS p. Qui fi deriuo differentietur 
atque reperiatur dp sss qdx , erit ddj^ ^s=iqdx^ , pofito dx 
confiante, ficque definietur diffefentiale iecundum. Diiferen- 
tiando porro q ^ ut fit dq s= rdx y habebitur diffibrdDtijde 
tertium dy c= rdx^ ; ficque ulterius differentialia altiorum 
ordinum indag?Luntur ; quoniam quantitates p^ q^ r, &c# 
omnes funt fun^iones ipfius x algebraicae , ad quas difleren* 
tiandas praecepta data fufficiunt. Hoc crgo cfficietur conti- 
nua differentiatione ; omifids enim dx y in differentiatione ip* 

fius / y prodibit valor ipfius —tszpy qui denuo differentia* 

dx 

tus ac divifus per dx\ quod fit dum ubique* differentiale dx 

ddy 
omittatur, dabit valorem ipfius q^~ Siraili modo ;porro 

d^^y 
invenitur rs= -7— &c. 

dx^ ... 

L Sit ^=3 — cuius differpntialia tam priniaquam 

aa + XX 

fequentium ' ort}inuiii wquiriintur / 

Primum ergo di^rentiando fimulque per dx dividcndo 

dy "" 2aax 
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ddy ■— 2« ^ 4" 6aaxx 
dx* ^ (aa-^xx)^ 
d%y 244* Af — 24aa x^ 
. dx^ " {aa + xx)* 
d *jf 24^ ' — 240/» * xx-^- i zoaax* 

dff »— 7100 ^ y + 240O/» * AT ^ — - 720<y<» jg* 

II. Sit K =: -7—^ v , cruirtquc differentialia primunx 

. V{i-^xx) 

& iequentia: 

dy y 

^* (i-at;.)' 
^"(^x*)* 

; ^*' "(i— Af*)^ 

^** "" (i—xxy 

d^y 225;^ + tfoo;» ' + iia^r^ 

i»^ "" (i^xxf 

d^y 225 + 4050^ * + 54ooy * + 7^0^ * 

dx^r (i^xxf 

&C. 

Haec 
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Haec DiffereBtialia fadle ulterius coatinuantip- ; interim ta- 
men lex , qua termini eotom pro^redijintur ,. apa cito patet . 
Coefiiciens quidem iupremarum ipfius x potefhtum femper 
eil produ^m numerorum natUFali&m ab i ufque ad ordiiiem 
difTerentialis , quod. quaeritur . Interim fi has formas ulterius 
contiuuemus atque perpendamus, deprehendemus fore genexa- 

liter , fi V = -r r > 

,^" (i-^xx)'^^ ^ * '• »• 

2.4.^^ I. 2 • . .d 

-. — ^ _i.:j±=^«— + &c ) 

Huiufmodi ergo exempla n6n folum inferviunt ad habitum in 
difier^tiationis negouo acquirendum , fed etiam l^es, quae 
in difierentialibus omnium ordinum obfervsBitar , per fe rant 
pot^tu digniflimae, atque ad aliasinventionesdedacerepoffimt* 



.2.4 I.. 2. 3. 4 
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DE DIFFEREJHrriATIONE FUNCIIONUM 
TRANSCENDENTIUM, 



P 



17%. 



raeter infiaitt ^utntitatiim tranfceQdentium fea .oon alg^r 

braicarum genera, ouae calculus integratis fuppeditabit, inlfT* 

trcxlu6lione ad analyhn infinitorum ad cognitionem aliquot hu« 

iufmodi quantitatum magis.ufitataram- nobis pervenire iieui^i 

quas doflritia de logarithmis & arcubus circuiaribus fiiggefi?- 

rat« Quoniam igitur harura quantitatum naturam tam diluct- 

de expofuimus, ut fefe eadem «facilitate at^ue quantit^ttt at 

gebraicae in calcuio tra£lari qupaat^ e^m.quoque di£fer^tia* 

iia in hoc capite inveftigabimus , quo earum indoles ac pro- 

prietates <:larius^ peri|)iciantur ; hocque pa^p aditus ad caicu- 

lum inte^lem^ ,^^ui\quaatitat^m . tranj^eodentium . efl fons 

proprius., patefiar^ . ... ! / r. '! / \ 

ly^. Prinium igitur occurrunt quantitates logafithmi- 

cae, feu eiufmodi fun6)iones ipfius x^ quae praeter expreffio- 

nes algebrdicas quoque logarithmum ipfiusx^ feu cuiufvis ipfi- 

us fun£lionis involvunt. Ad quas diiferentiandas ^ cum quan- 

titates algebraicae nuUum negotium amplius faceflant , omnis 

diificultas in inveniendo diflerentiaU^lo&rithmi cuiufque ipfi- 

us ^ funftionis erk pofita* Quia vera-^^l^garithmorum pluri- 

ma dantur genera' ,diverfa , quae tamcn -Xnter fe conftantes te- 

nent rationes, hic Ic^rithmos hyp€i1>oUcos potiflimum con- 

templabimur, cum ex iis omnes reliqui logarithmi facUe for- 

mentur. Si cnim futiftionis p logarithmus hyperboUcus fiierit 

=Llp , tum eiuidem fun6lionis p logarithmus ex alio canone 

defumtus erit ^mlp^ denotante m numenun, quo reiatio 

.'D f huius 
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huius logaritlimorum canonis ad hyperbolicos exprimitur • 
Hanc ob caufam Ip perpetuo hic defigaabit logaritmnum hy- 
perboiicum quantitatis p. 

. i8o. Quaeramus ergo difi^entiale logarithmi hyperbo- 
lici quantitatis a^ ponaturque yzizlx y ita ut differentialis dy 
valor definiri debeat. Ponatur x^dx\x)co Xj ficque tranfibit 
y m y^ 7=zy -^dy; quare habebitur 

y + dyzs:l(x+dx) & dy — lCx-h dx)--fx = t(i+^) . 

At iam fupra lc^arlthmum hyperbolicum huiufmodi expref^ 
iionis I + ^ ita per ieriem infinitam exprejQlimus y ut effet 

x^ x^ x^ 

/(!+:,;)=:« + + &C- 

dy:=z - + -— &a 

Cum igitur huios feriei omnes termini piae primo evane* 

dx 
kaaa. y erit d* t».z=:dy=i — . Uode alius cuiuicun^e lo- 
, . X 

garithmi, ciuus ad hyperbolicum ratio eft ut i>: i , difieren* 

. , ftdx 
tiale crit =s :.. . . 

X ■ 

i8i. Si igitur cuiufque ipfius x fun6lionis p logarith* 
mus Ip proponatQTy eodem ratiocinio reperietur eius difieren- 

tiale efle = -^ ) unde ad logarithmomm difierentialia inve- 

fiienda haec habetur r^Ia* jQ«^^^f; p, cuius logarithmMS 
froponitur y fumatur differentme. ^ bocque per ipfam quantita- 
ftm p dvotftm dabvt dijferet^iafe hgaritJhni quaefttum. Se- 

q 2 qtti- 
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qjjitur faaec eadem r^la quoque ex forma ^-— > ad quam 

ruperiori libro logarithmum ipfius p reduximus. Slt cdsso, 
& cum fit ' . 

lpzsi^=i: «rit 4i//> s=:i.i^ =/>•-« <to=-^ob(a=:o: 
^ fi) '^ ca'^ ^ '^ p 

dp 
Notandum autem eSt -^ «ffe difierentiale logarithmi liyper* 

P 
bolici ipfius ^ ; ita ut , fi iogarithmus vulgaris ipiius p pro» 

dp 
poneretur , difFerentiale iilud — multiplicari deberet per hunc 

numerum 0,4342^448 ficc. . 

182. Ope huius ergo r(^lae , -cuiufcunque fun6lionis 
ipfios X Jogarithmus proponatur, eius dififerentiale ^iliiioe 
inveniri poterit, quemadmodum ex iequentibus exemplis per* 
ipicietur : 

- . -- ix 

L Si fit yz=.lx\ «lit </^=s — , 

• i; ■ - j , ' * ■ \ ' 

n. Si fit yszlx* ; pohatur x^^p^ ut fit ^si^, eritque 

dp ' • 'rt * " <■ itdx 
dyz=.-^. At eft dp-zznx*"^ dx , unde fit dyss^ . 

p . .'."., ••-''•.• -jf 

Idem quoque ex logarithniorum natura • colligitur ; cuBt 
cnim fit /x?s=s»/;if 5 erit dJx^^nldx*^ 



• • • ixdx 

m. Si fit yrszl(i^xx)\ cfit dfts'-^ — •-. 

. : . 1+** 



IV, 



. Si fit y s= / j quia erit y = -7 //(| ytc^f) 



=i — i/(i — xx} i .invemtur •.«/y=s;'T-r-r->.'\ <• - x 



V. 
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tt 



V.. Sifit ^s3/-~_, ob >=:/* — .i/(i+*Af), 

- , dx xdx: dx 

fiet <^ = T— '^''T-T — ^»' ' .: '^ 

Vl. Si fit,>;a;3/(* + V(x+#f*)), fiet 

_ </;»-|-if</;r:V^(i + ;rAf) _ xdx-^dxV(i+xx) 

•^"~ jr+y(i+*#) ""(^r + ^i+^r^^^/Ci+^rAf) 

cuius fra£tioms cum ' uumeiAtor ac ■ denominator per 

dx 

x-^-Vit+xx) fit diyifibilis fiet dyss^^rr-: 1 . 

^ V^(i+/irAf) 

VIL Si fit > == •- — l(xV — i+V(i — xx)) , . pona^ 

^ ^*y*— 1=.«., Atque ob ^s=-— /(« + /(i +«»)), . 

«rit per praecedens 'ifycss— — ' </»:V/i + ««). • _ 

Quare , ob d*ss, dx V-^i ; ;fiet dy ass -rr— r — ;. ^ , 
■ . . . ^('"^**) 

Quamvis iei^o logarithmus propofitns imaginaria involvat ,' 

tamen eius differentiale fit reale. '. 

183. Si quantitas , cuius logaritlimus proponitur, iia- 
beat fa^lores , tum ipfe iogarithmus in plures alios refolvetur 
hoc modo: Si j^xo^r^ntiif j ■= Ipqn , quia.erit' ''- 

< • .■ - , , ... : . ' dp" da ' df ' ds- 

y-lp-hll^lr+Js y crit ^^:5=-f + -i+-.+ fl. 

Haec refolutio *parlter locum . habet ^ fi illa quantitas , cuius 
logaritlunus differedtldil' debet ^ fuerit fra6lio. Sit enim 

Mtque ' ctia^ ^tefiatesL ^fiqi}jltatem moyebmt .,.,£■■ eoiia 
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mip , ndq ttJr tds 
erit *fy = — i--f i— C-«.«. — .. 

P f * * • . 

I. Si fuerit /sssl(a-htt) (*+*) (<f + i<r) ^ quia «rit 

jr3s:/(tf-Hjr)+/(*-|-*)+/(f+Af),fiet<iifferentiale quaefitum 

, dM . dx , dx 

a-^-x 9 + x c + x 

II.Sifueritjr = t/ — , erit;r=i/(i +x)— i./(i— *), 
■ i^^x 

,. , jdit , i</* </* 

niacque dy^ss-^, 1 a=i . 

i+* I — X l — XX 

ni.Sifit>=:i/^g±|', ob>rc=i/(V-(,+«r) + «) 

Hl/(<l+x*)--*),erit^,=:-ri|^+-^^ c= 

di$ 
■ ■ - — r .. Hoc idem &cHius invenitur , fi ia fra£lione 
V^(i + w) 

^. . — r , irrationaiitas in denomioatore toUatinr multi- 

V(;i+»«) — «' 

plicahdo numeratorem ac denominatorem per v^(i +*#)+«, 
prodibit ehim 

^=;- K/(i+«*)+»)* =*/(/( 1+**)+*), 

cuius differentiale- ante vidimus efle <JV es ' ' ; . 

'^ ^(1 + 1»*) 

w r.. r ,V(l+J») + /(l — «) . . 

IV. Si fit /e=s/ ) , ; (^^\, (. Pbnatur huiiis 

V(i+«).— v^(i — «) 

:fiaaipnis . humerator V^(i+<») + V(i — «) =: ^ & de^ 
Tiominator V( i+*r) -^/(i— *)=^>erit/=/^s=//»-^/^, 
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& dy=iJ: 1. Eftvero, <//>= > , . ;; .=s 

,7"^ x (v(i4-"i>)"— v(i— <>))= 'T^* ^ ; * 

2V^(l— ^w)^ ^ ' 2V^(l— i«r)* 

j du dM pdu 

2/(l + i») 2V^(l — #) 2V"(l — m) 
dp dq ^q d» pd» . ^ --^p + qq^dm 

p q a^(i -^ «w) 25V*(i — i w) 2^^ V*(i — tut) * 

At elt pp + qq zs 4 & pq z=i 2M y unde erit 

</j» • . 

iBfy = — •! — T r . Hoc autem differeDtiale £icilius ia« 

m^{t-^tm) , 

venietur, fi logaritlunus propofitus iu transfonnetur, 

PofitQ enim i + V*/— -— tJsB», erit ' 

••, • — ^* </# ■ • ; '>■< / »• '. 4tt 

-dp zz 



MM 



,,:v^(i-.) •" '"'^(— «") 



erit 4ycp-^:zr-^:^ y.. ^ ' r -mtfftn^e*'. 
•I^ jr/(i— li») 

it^i fcum • igitW - Vgafirhmbrum diiTe^entialia -^rima ,^ 

•J6 :per /^ .dividaiituf , 'ftit-^uantitates algehraiGac., differentia- 

iia fecunda ac fojuentlum ordinum per pi^Mcepta praecedentis 

Htapitls :feelle'inv«iniuBtnr , fi ^uidein diffenatiilc dit affuimtar 

conftans. Sic pofito • ' . . •/ 
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/ -• ' i«* «• 






'^'y^-rry: ^ 



d^y j^ z 



. t^*" «r« ' 1/«* «* 

Atque fi ^ fuerit quantitas algebraica, fttque/r^i^, etiamfi/ 

^ v i/dfy ' d^ V 
non fifquantitas algehrafcay tamen- j-; j^l ", , "> *^ 

crunt funflioiies akebraicae ipfius- *. • -; • • "• 

185. Expohta logarithmorum differdntiatione , funflio- 

nes, quae e^ ^aigebraicis ac lo^ithmis (Iint permixtae, £u:ile 

difTerentiabuntur, perinde atque eae, quae ex logarithmis (o- 

lis componUcitur; uti .ejc- iequentibus- exemplis fiet per^^icuum . 

L . » fity^szibi) *■ , ponatur bt =s^ , atque ohyz^p* 

dit- - » 24/ff 

^it dy s zpdp ; venim dpss — ; ideo^ue erit dy =s — /« . 

■ "• «/» • 
II. SinuH modblrfitjr =3 (/»)-, crit «fjrss — (/»)—», 

i/« 
nnde, fi fit vsr/A», ob ii=»T<^it <^=: — -tr* 

r '- III. ' Atque fi ^^ fuerit fun£lio quaecunque ipfius.» , pona^ 

turque / = (fp)" , erit i/jjr = — (W~* • Quare cum difle- 

lentiale dp per pcaecedenti^ afl^ari poflit, crit quoque difie- 
rentiale ipfius / c<^itum . ~ . ^ 

IV. Si fit / =: /^ . /^ , fuerintque p 9i q fun£tiones quae- 

CUDr 



cua<iue Ipfios * , per r^ulam fe£lorum fupra daum erit 

p q 

V. Si fit / = x/i» ; erit per eandem regulam 

\1. Si ^t ytszH^^tx^ — — x"^ y differentiatione fecundum 

m 

partes inftituta, reperietur d.^e^^lx^mx'^-^ dxlx-^-x^^-^dXy 

& d.—^x^^^x^^-^^dxy unde erit dy^mx"^-^ dxlx . 
m ^ j 

VII. Si fit V = ^«^ {IxY , fiet dy — mx^^^dx (Ix) • 
^nx^-^dxQxy-i. 

VIII. Si logarithrai logarithmoruni occurrant, uti fi fiie- 

• dp 

rit y=illx y ponatur lx=^p y erit j^=:/p, & dy=z — ; 

at eft *dpz:z— : unde fiet </^ =^-7- ^ 
X xlx 

IX. AtH|ue fi fiierit y = lllx y fi ftatuatur Ix =^ , fiet 

dp 
yz=llpy eritque per exenipium- praecedeos dy=^ -y; at eft 

^x dx 

dp^: — ^ quibus valoribus fiibftitutis habcbitur dy=i . 

. i8tfr Expofita logarithmorum differentiatione , progre*- 
diamur ad quantitates exponentiales y feu eiufinodi poteAates^, 

Juaruffl exponentes fint variabiles. Huiufinodi autem ipfius x 
mflionum differentialia per logaFithmonin» differentiationem 
inveniri poffunt hoc ihodo. Quaeratur differentiaie ipfius a^ y 
ad quod iaveftigaadum ponatur ^ = 4?'' ^ eritque logarithmis 
fumeidis ly = xU. Sumantur iam differentiaiia , atquc obti^ 

R ncbi-^ 
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dy 
iiebitur —^dxla^ unde fit dy^^nydxla^ cum autem fii 

y^a* y erit dy :z: a'' dxla ^ quod cft difFerentiale ipfius a*^ 

Simiii modo , fi fit p fun^lio quaccuoque ipfius 4r ^ huius 

quantitatis exponentialis ^' difTerentialeerit = 4^1/^/4 . 

187. Hoc idem autem difTerentiale immediate cx natu^ 

ra quantitatum exponentialium in introdu£lione expofita deduci 

poteft* Sit enim projt^ofita a^ y denotante p fun6lionera quam- 

cunque ipfius Xy quae, pofito u-^-dx ioco x, abeat in 

p + dp. Unde fi ponatur y:s=zaf ^ fi n abeat in n^dn , erit 

y^dy^a^^^fy ideoque dyzza^-^^^-^ a^ ^a^ {a^f^i).^ 

Oftendimus autem fupra, quamvis quantitatem exponentiaiemi^'^/ 

xUlaY %'^(la)'^ 
per huiufmodi feriem cxprimi i +a/^-| ^— + — ^ h &c 

unde erit a^f=:i+dpla + ^Ml+&c-,&4''^--i==^/^/^, 

quia fequentes termini prae dpJa omnes evanefcunt. Confe- 
quenter erit dy — d.a^=zafdpla. ^are quantitatis exp(h 
nentialis aP differennale erit produ&um ex ipfa quantitate 
exponentiali^ enponentis differemiali dp ^ (&* logarit^o quan- 
titatis confiantis a, quac ad exponentem n^driabilem eji eve£ia. 
i88, Si igitur e fit numerus , cuius logarithmus hy* 
perbolicus cft= i , ut fit /(?== i , erit quantitatis r* dif- 
ierentiaks=^'i/4f . Atque fi dx fumatur conftans , crit 
liuius differcntiale me*dx'^ , quod eft difFcrentiale fecundum 
ipfius ^*, Simili modo difrercntiale tcrtiura ^it^^se.e^^dx^ • 
Quare fi fit 

dy ddy " 

' dx ^ dpc' 

^^y . d^y 

porroque — ^s=»3|?»»; y^is:zn^e^i &c. , 

UikIc patet ipfius r** diffcreatialia primum , fecundum & 

reli- 
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FeCqua fequentia cooftituere progreffionem geomctricam : 
critque ergo djfiferentialc ordinis m ipfius ^"*s=sj^ ^ nempe 

-^=5;i*^''*; hincque igitur ■ ^; quantitas conftans »"*. 

i8p. Si ipfa quantitas ^ quae elevatur, fuerit variabi* 
lis , eius diflerentiale fimili modo inveftigabitur . ^ixxt p S^ q 
funftiones quaccunque ipfius ^ , ac proponatur quantitas ex- 
ponentialis y:=p'^ * Sunuis logarithmis eri^t iy=^qlp^ 

quibus difFerentiatis erit — :zzdqlp+r^^ unde fit 

Vffdp' 
iy z=iydqlp + ^^" = /» ' dqlp ^- qp 1—^dp , Ob f = /> 7 . Hoc 

ergo differentiale conftat duobiB mfimbris , quorum prius 
p^dqlp oritur , fi quantitas propofita />» ita differentietur, 
quafi p effet quantitas couftans , folufque exponens q variabi- 
lis: alterum vero membrum qpi—^dp oritur , _fi in quantita- 
te propofita ^' exponens q tanquani conftans' fpe6letur , {oi 
laque quantitas P , quafi effet variabilis , traftetur . Hocque 
ergo differentiale- per reguiam generalem differentiandi fupra 
traditam inv^niri potuiffet. . 

ipo, Eiufdem vero expreffioms />♦ diflfercntiale quoque 
cx natura quantitatum exponentialium erui poteft hoc mo- 
do : fit/==M , eritque , loco x pofito x -^- dx , utique 
y-fd/tzQf + dp)^^^ , quae expreffio , fi more folito in 
feriem refolvatur, fiet ' 

y + dy^pn-^-^^q + dq^p-i-^^-^dp 
t (q 'h dq) Cq •{- dq — i) 

' +^4 4^i-2 1 ipi-+it-*dp*+ &c. 

I. 2 

*■ " ideoque 

dy=pi-f-ii^pii-(q-^dq)pi-+^-^dp,' 
fequentes enim termini , qui altiores ipfius df> poteftates in- 
volvimt , pra« {q-^-dq^pi-^i-' dp evanefcunt . ht eft 

R 2 />' 
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tszp^fjqlp. In altero vero termino {q + dq)p^^^^dp fi 
loco q-fdq fcrib^iis q^ orietur qp^'dp y ideoque differeiw 
tiale erit ut ante djzzzp^^dqlp-^qp^^dp^ 

ipi. Facilius vero hoc idem difiereatiale ex naturt 
^uantitatum exponentialium inveftigabitur y hoc modo : Cum^ 
nimto c pro uumero, quius logarithmus- hyperbohcusefls=:i| 
at p^^zze^^^ y utriufque enim logarithmus eit idem qlp ; erit 
j^=:r^'^* Quarc , cum Jiunc quantitas elcvata c fit coa- 

H^in^ y trit dj ^ e^^^^dqlp -i- ^-^) y uti ante orflcndimus in 

regula §• 187. data^ Rcftituatur igLtur p"^ loco ^**, fietquc 

dy^p^^dqlp+p^qdpip^zpUqlp + qp^-^dp. 
Si igitur fiierit /=:jc*, erit df^szx^^dxlx^x^dx; 
atque hinc quoquc cius ultcriora difTcrcntialia dcfinicntur : lo- 
^erictur enira.: 






ipi. Inter ^lfierentialia huiufmodi funflionupa, quae 
quantitates exponentiaies comple6luntur^ iniprimis fuut no- 
tanda fequentia exempla, quae ex difiereatiatione ibrmulae 
e*p originem iubent; eft autem 

iLe'p^e'dp-j- fpdx = e*idp +fdx). 

l. Si fit ysse^x' ; erit dy ^ e* tm^^^dM + •* x" dlf 

feu dys=:ie*dx (»*"-« + *• ) 
JI. Si fit /n^»^*— i) 

Erit dys=z€*xdx. ^ ^ • 
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III. Si fit j>s=r*(*« — 2*+2) 
Erit df:=ie*xxdx* 

IV. Si fit /s=^(;^3 — 3*« + 5;tf — tf) 
dErit dyss^-^x^dx* 

ip^, Si ipfi exponentes fiierint denuo quantitates ex» 
ponentiales , diflerentiatio fecundum eadon praecepta infti*^ 






tuetur. Slc fi haec quantitas * differentiari debeat, ftatua- 

e 
tur e* =: p y xxt ^t f t=s: e *=*' > «"t dysszefdpi at 
<ft ^ss^dxf^wa& fi fuerit 

....... ... -■ ■» • 

^es^ ; erit dyTsse € dx y 
jf . - ' » 

# '•••-•'♦ *f 

* *■■.** 

atque fr fit yrrr ; erit i/^ = r r r ^;r. 

. . • . '. . • ^ - , : * ^' • • ' ' : 

Quod ifi vero fuerit jr,= /^. > ftatuatwr. q\-sz%\, erit 
tffy = />'</«/^ 4- x/» »-»<//>., at d%f=s q'drlq + rq^-tdq., 
unde </;r =. /«^•^ </r//>y^ + p^rq^-^dqlp ^J>*q'dp :p, 

Quare.fi fit: 

. ■ ' • . .•..•'•'• 

y^p y^itdy^^ ^^(drfpJqV-^ + ^y 
.-, .~z.. . •/ . j. . >• .. ■ . f~ ,PY.^^ 
Hoc ergo modo , quaecuaquc. occur^at quantitas exponentia- 
lis, eius diff^renriale ioveniri- poterit; .'■->.■. 

1^4. Pergamus. ergo ad , quantitates tra^cendentes , ad 
quarum cognitionem confideratio arcuum circularium nos fu- 
pra dedttxit . Sit igituf.^ iiT ^ir^ulo', -cuius radium' cobfl&ntek- 
poaimus unitati aequalem, propofitus arcus, cuios finus fit 
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=zxy quem arcum hoc aipdo cxprimamus. A fm>^ huiu^ 
oue arcus difFerentiale inveftigemusj fcu*incrementum.tjaod ac- 
cipit , fi finus X differentiali- fuo dx augeatur . Hog autem e^ , 
differentiatione logarithmorum pra^ftari poterit., quia in*in- 
troduftione oftendimus hanc expreflibnem- A fm x reduci pof- 
Je ad •hahclogarithmicam:^ - - i. 

lO/(i — xx)i-xV-^iy . Pofito ergo / = A fin at , erit quo- 

que /= f(y(i--xx)-{-xV — i); quae differentiata dat 

^~ V(i— x;r)4rAf/— I ~(/(i-xx)+-*/-i)/(i-**) 

' dx ' . 

unde fit ^Arss -— r-^ ? . 

. ^ ^(i— «x) 

ip$. Iflud . arcus cirqilaris. difierentiale etiam hoc mo- 
do ^ilius fine logarithmo];um fiibfidio inVeniri poteft . Si 
enim fit ^ = A fin ;r, erit x finus arcus y^ feu ;r = finy. 
jCiMn igitur , pofit6 x^dx l^o ,* , abeat ^r ift y + </y'i fiet 
^'•{'dx=: fin (y 4* <//) - ' ' At-' quk eft " ' 

fin (a + ^) s= fia i». cof* -h cofi». fin^ ^ erk 
, fin (/ + </y) =: fin jf. cof </y 4- co^^. fin df/ : 

arcus ai^tem eYauefcentis dv fintu; ipfi illi arcui </^, eiufque 
cofipUs. fintti tbii atquitur ; Ikanc obrfenl fi^t -. .. 

^ (y +'«[y) = fiPJ' + '^ cof y ^ ideoque ;» + <^* = Ii«> 4" dy cof/. 

; > ::.•'. • ^ • Quia vero' eft '• ' " ' < ' - 
fin /=s* , erit cofinus ipfius y feu cofy == V^ ( i -*-**),' 
^uibus ^alofUxi& fubfHtutis^, ait dxsaidjiV^i^r^^xx), 

jx ;qw ;>btinebitur ..^jp-— -J^.;; :•■■, . -;xr,'t. v: 
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jfnus ergo , cum ftnus proponi^ur , dlfferefJtiale aequatur dif- 

ferentiali fmus per cofmum divifo • 

196. Cum igitur , fi ^ fuerit funflio quaecunque ip- . 

fius X y atque y denotet arcuni , cuius finus eft = /> , feu 

dp 
y = Afm/> , fit huius arcus differentiale ^ = — - — ^ -, 

4ibi V(i^pp) ^primit cofinum eiufdcm arcus , inveniri 
Hquoque poterit difFerentiale arcus , cuius cofinus proponitur. 
Sit enim /zzAcof^ir , erit eiufdem arcusfinus=/(i — xx)^ 
ideoque y = A fin ^{i^xx) . Fafto ergo p = V(i — ^atj^) , erit 

dp-zz-Tr ^> &/(i— /0) = ^:undefiQttffy= , ■ > 

^ yr{i^-xx)^ \ ^^^ ' ^ V^(i— ;^;r) 

Arcus ergo , r»f w cofxnus proponitur , differentiale aequatur 

differentiali cofmus negative Jumto , ^^^n^ per fmum eiuf 

4em arcus divifo . Quod etiani hoc modo oftendi poteft : 

dx 

fi fit ^=Acof;r, ponatur «=Afin;tf , erit dz^^ 

V(i — XX j 
«t arcus / + K fimul fumti dant arcum conftantem po' ^ 
critque y + z— conftans ideoquey^+^« = o, k\xdyx=i—d%i 

unde fit dy^-^. r, ut ante. 

V\i — 9tx)^ 

i^j. Si arcus proponatur differentiandus , caius tan* 

gens detur , ita ut fit ^ = AtangA? . Arcus autem cuius 

taugens eft k, finus crit= — , & cofinus = 



Pofito eroQ — -- — r=/>, ut fit \r(i — ftft)— , ^ , > 
fi«t j>x5Afin^ : unde pcr regulam modo datam erit 



(l+«x)' 
qui- 
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du 

quibus valoribus fubftitutis fiejt dy = •— — , Axus er^o ^ 

cum tangem proponitur , differentiale acquatur differentiati 
tangentis per quadratum fecantis divif&. Eft eniitt V^(i -f- «sc)^ 
fecans^ fl x ^n tangens. 

ipft. Simili modo (1 proponatur arcus / cuius cotan- 
gens datur , ita ut fit j^ =s A cot k ; q^ia eiuidem arcus 

tangens eft = — , pofito — =;/^ > erit /=3Atang/> 5^ ac 

propterea dy =s — ^-— .. Cum nunc: fit dp = — -~ • faffct 

fubftitudone, erit ^y:= , quod eft differentiale cotaD^ 

I + *» 
•geotis n^ative (umtum , atque pec q^adratum cofecantis di- 
vifum . Porro d proponatur ^ = A fec « , ' quia ell 

que , fi fit /^ = A cofec » , erit ^ = A fio — , ideoque 

K 

dy = — — -^ . Saepe etiam fixms verfiis occurrit ^' ita 

fi propQnatur ;^ = Afv.«, quia eft y = Acof(i — x)yhuiuf- 
que arcus iiaus cft =V(zx— xaO > net dy^z-— « . 

•(2* MX} 

ipp. Quamquam ergo arcus, cuius finus , vel cofinus, 
vel tangens , vel cotangens , vel fecans , vel cofecans , vel 
denique finus verfus datur, eft quantitas tranfcendens , tamen 
€ius differentiale, fi per dxL dividatur, erit quantitas algebrah- 
ca y ac propterea quoque eius differentialia (ecunda, tertia, 
^uarta &c. fi per poteftates ipfius dx convenientes dividan- 

tur* 
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tur. Cetenim, quo haec difTerentiatio m^us percipiatur, ad> 
iunximus (equentia exempla.. 

I. Si fit ^ = A fin 2*fV(i— ««) , ponatur psss2it/(i^ xfi) , 

it fit ^CBsAfin^ , eritquc <5raa-~-£--T . At eft 

'^ ^ vr(l — 3fx) •(l— ;«fx; 

l^ ^(i — pp)=s.i^2iut j ^iibus valoribus fiibflitutis, erit 

Area^ ^ . . Quod etiam inde patet, quod 2»/(i — ^^) 

v^(i— «r«) . . 

fit finus arcus dupli , dum. «r eft finus- fimpli , erit ergo 

jr=:iAfinx,.ideoque 4^==_~-. 



I — MM- I.— «X 



IL St fit / = A fin* Y+^:x ponatur -—^^ =; /» , cnt 
'^ (i + «»»)• ^ '^'^^ i+«» 

m. Si fit j^=A finV-— , ponatur V-^^ = /» , 
«ritV(l— ^Z^^^^^r «^ *== --T-i^.TT ' ""^* 

^y ^•^~v(i-/.^)-i/ri-*«)' 

IV. Si fit. jrrsAtang , fa^o />= — — , 

. .._ (1 +.««)• , ,-_"^»( ' + '») ooate 



cum 
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cum fit dy^—~~ per r^;ulam tangentium (ip?)? 
erit dy = — -- 



«M 



V. Si ^it / = A ttng ^^'"^**^ ' ^ fofito 
^(1+*«) — I c * + ** — 2V( i + «w) 

2+2*;»—2V^(l4-«») 2(V^(l+«*)— l)V^(l+«*) 

. .. — i/* rf;» </i»(\^(l +it*)-"0 

Atqui ^;. «_-_ + --.. :;;^(,^^) • 

dp dfs j 

Quare cnm fit dy = — -^ , fiet Jy = -7—1; — x ; ^<» 
> -^ i+i»i> 2(i + *|c) 

\r(i+i»«) — I 
etiam inde inteiligitur , qood fit Astaog — ~*~" 

--= f A tang jf- 
AJin jr 
YI. Si fit v=tf , haec formula ;qnoque per praece- 

deitia difFcrentiabitur : fiet enim dy^e ,, ^\ 

Hoc ergo modo omoes funftiones ipfius ^ , in quas praetcr 
logarithmos atque exponentiales quantitates etiam arcus circu- 
lares ingrediuntur ^ differentiari poterunt, 

200. Quoniam differentialia arcuum per Jx divifa funt 
quantitates algebraicae, eorum differentialia fecunda & fequen- 
tia per ea, quae de fun6lionum aigebraicarum differentiatione 

dx 
expofuimus, invenicntur . Sit/=; A fin^^ quia eft ^7=-^ _ \> 

erit -r^.TT^ vj cuius diffcrentiale dabit valofem pro 
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'39 



idy . • ' 

•7-^ , fi quidetn dx rutnatur conftans : unde differentidlia ipfius 

jr cuiufvis ordinis ita fe liabetMint. 
Si./it jr^Afin*.; crit 

^^Tjrbj)! & fi»°»to d^ conftante 
ddjf_ » 



dm^ / \- 

d^y I + aojt. 

d^y 225»-HdOOJr»+I20»:* 

linde concludimus ut fiipra $. 177. fore generaliter : 
d"^*y 1.2.3. • • • 



Sn-t-}. 



n 

in 



</*••+' (i— w)' 
/»* 4. 1 . ^C«-0 ^._. ^ ii <»-"i)(«---2)(»--3) ^,_ 
\ ■ 2* i. 2 2.4* I. 2. 3. 4 

1 1.3.5 »(»—i)(»—^)(»---3)(«^4X»—s) ^,_^ + &c ^ 

2.4.5 * I. 2. 3. 4. , y. tf / 

-201. Superfiintquantitates,quae ex liarum inverfione nafcun- 

tur , fcilicet finus , tangenteiVe arcuum datorum , quas quomodo 

differeatiare oporteat, oftendamus. Sit igitur » arcus circuli, 



S 2 & 
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& finx denotet eius finum , cuius(lifferentialeinvefti|emus.FQ> 
namus^szfinif, acpofito tt-^-dx loco ir,quia 7abitin/+<6^« 
erit y+dy s= fin(#f+i/«)i & ^ s fin(#p + </«») — fin»» 
£ft autem fin (x + dx) s= fin x . cof i^f + cofx. fia dn . at^us 
cum fit, uti in introdu£tione oftendimiis 

im« = — — + — — "" «c 

-1 1.2.3 1*2.3.4.5 

%* SB ♦ 

cof « a= I — — — . + — ?cc. 

1.2. 1.2.3.4 

erit reie6lis terminis evanefcentibus cor</»=i 8c fin in 

= </x, unde fit fin(iir + </«)isfin«+i/xcor». Quare, pofi^ 

to^sssfin», crit dy^dx cofM* Differemide ergp fmus «r- 

€us cuiufvis aequatur differentiali arcus per coftnum midfipli- 

cato, Si igitur fiierit p fiinflio £uaecungue ipfius tt^ ^it fi> 

mili modo d,GnP^dj>,€Jofp., 

2Q2. Simiuter fi pioponatur coTn, iea cofinus arcus», 

cuius diflferentiale invdligari oporteat. Ponatur ^=cof», & 

pofito x+dti /loco *, fiet-y + ///=: cof(j»+^*). Eft vere 

cof(«r+^M) s=cofM.cof^« — finir.fin^ir, & quia -ut modo vi» 

dimus eft co{dx=: i & fin </xc= dx itntf -l^dy^ cof «r - dtt fin «, 

ideoque dyzz-^dxCinx» ^are differentiah coftnus cum 

iufquc arcus aequafur differentiali arcus ^negativc fumto per 

ftnum ciufdem arcus multiplicato . Sic fi p fuerit fiinc!io 

quaecunque ipfius.x, erit d,co{p= — dp.rmpMaR difierentia* 

tiones quoque ex antecedentibus elici poflunt hoc modo: fi 

fuerit j^ssfin/^, erit /»=Afin/; & .dpss: ^ — r;atob 

y=^Cinp , erit cof^=^(i— jiy) , quo valore fiibitirato crit 

dy 
dp^--—- & dj/^dpcofp , ut ante . Pari modo fi fit 

yzzcoCp , erit V^(i — ^^y)ss:fin^ , Sc pz=:AcoCyy ideoquC 
— — ^ m—dy 

dpzz-r. N = T — > unde fit ut ante dysz-^dpCinp, 

/(«—//) fin;>> ^ ^ ^ 
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103. Si fuerit jfsatangir , erit «fy=:tang (* + </») 

/ t f \ tang#r + tang</# 
— tangi» ; at eft tang(* + i/*;=:— — — — 7-, a qua 
^ * . ^ ' I — tangjc.tangi/;»' ^ 

finJEdont fi tangens n (ubtrahatur , remanebit dy sse 

tangi/iif(i+tang*.tang*) __ r • j 

::Z2 — - — ■; . Verum arcus evanelcentis dn tan- 

I— tangAT.tangtf^r 

gens ipfi arcui eft aequalis, ideoque taag dx^dM , & deno- 

minator i— ^jrtang;ir, abit in unitatem: quocirca fiet dyzz: 

dx(i+UDgx*). Eft vero i+tang**=5fec**= — -7, 

^flenotante coT;ir ' quadratum cofinus ij>fius x : confequenter Q. 

faerit y^tsoigx , erit dyz=:dxfecx* s=s — j:— . Quod dif- 

ferentiale quoque per differentiationem finuum k cofinuum 

ioveniri poteft; cum enim fit tangx^ — j:-, erit 

j <^^ cof y. cof j>f + dx fin x.Cin x dx 

cof** COfAP* * 

ob fin *• + cofx* =5 I. 

204. Aliter etiam hoc differentiale invenitur . Cum 

fit y=tang;if , erit ;if=Atang/ , 8c per praecepw fupe- 

dy 
riora fiet dx s= — r — • At cum fit y = tang x • , erit 
li-yy 

^(i'hyy)=:{ecx^'-rr' , ideoque dx=:d/cofx' , & 

dx 
dy = — r— jj- , ut ante . Tangentis ergo cuiufvis arcus dif' 

ferentide aequatur differentiali arcus divifo per quadra* 
tum cofmus eiufdem arcus , Simili modo fi proponatur 

yssitotXi fi«t «rrrAcoty, & dxsss—r-^, At vero erit 
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/(i-f-/y)=cofec;r = -jr— , undc habcbitur </;if=— ^finx-, 

dx 

& dyszz-j^ ^. Cotangemis ergo cuiu/vh arcus differcntia* 

ie aequatur dijferentiali arcus negative fumto ac pet quadra- 

tum fmus eiufdem arcus divifo . Ve! quia cft cot;r = ^j: — ^ 

fiet hanc fra£lionem difrerentiando : 

^ — d xfinx^ — dxcofx* — dx 

[ ^ "~ finT» "finV*' ' 

uti modo invenimus. 

205. Si proponatur fccaDs arcus , ut fit ysfec at^ 

I . . dxfmx , ^ 

quia erit y= — —^ erit dy^ — - — = rf;r tang Af . fec x. 
cofjT cof^f* 

Simili modo fi foerit ^ = co(ec x y ob /= z — \^ tmd/^ 

•^dx cof jc 

— T r^ = — ^;rcot;ifcofecjif , pro quibus cafibus peculia- 

res regulas formare fuperfluum foret . Si finus verfus arcus 
proponatur f^fv.x^ quia eft y=i — cofAr , erit dy^ 
dxunx. Omnes ergo cafus, quibus linea quaepiam re6laad 
arcum relata proponitur , quia (emper per finum cofinumvc 
cxprimi potcft, fine difficuitate diflferentiari poterunt. Neque 
vcro tantum differentialia prima , fed etiam fecunda & fe- 
quentia per regulas datas invenieritur. Ponamus eflc y:=zfinx 
ic x=cof;(r^ atque dx effc conftans : crit ut fequitur : 



jr = fin ;i? 

dy = dxcoCx 

ddy zzi^dx^ finx 

d^y =—//Ar 5 cof;tf 

d^y = dx^finx 

&c 



% = cof ;r 

dz = — i/jr finx 

ddx = — dx^cofx 

d^z =z dx^finx 

d^z = dx^cofx 

&Ct 

io6* 
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2od. Simili modo inveniri poteruQt <ii£fefentialia omnium 

orduium tangentis arcus x. Sit cnjm^"/=itang;if=s: — p-, 

i/L ponator dx conflans, erit 
finjT 

cofx' 

dy ' i 



dsc Cq{x^ 
ddy 2 fiu 9i 
dx^ cof«* 



^= 



($ 



dx^ ocXm^ ^ cofx^ 



</*^ cofj»5 cofx^ 

d^j lio I20 ,, i6 



</w« "" cofj»' cof*'» cdfi»* ■ 

</*^ 72ofin«» 48ofin« , 32 finii 

</«*'^' cof*' cofi»* cof«» 

^/''^f 5040 ^720 xoitf tf 4 

</«' cbf«« '. cofn' cof** cofif* 

■ &c 

207. Funftlones ergo quaecuhque i in quas finus vel co- 
finus arcuum ingrediuntur , per naec praecepta differentiari 
poterunt, uti ex fequentibus exemplis videre licet. 

I. Si fit y'=zi-fn\x,co(x^itf\'i;x 

Erit dy=z^ fccof « * — 2 </x fin Af * =s 2 </i» cof 2 * . 

II. Si itt /svJLZ^, vel >r = finfi, 

2 
••...— i'-::!-:.;:* „- Erit 
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^Nfinw ^ * • 

Erit iy=:— -, — rr» Cum autem fit 

• 2(1 — cof«)e=safinT« > & finii = 2finT«.coff «; 
iiet dy ::z { dM , cofxw , uti ex fornu jr = fi« \ m 
immediate iequitur. 

III. Si fit ^ = cof / i ; erit , pofito /^ i a= ^ , 
y=3Cof^, & Jy^^dpCinp, At, x>b p^lf^U^ 
erit </p = — ; ideoque dysss — fin / - . 

fin» fiav 

IV. Si fit j^ = * ; erit dysse dxcoCx, 

""« . 

V. Si fit jrssff ; ent <^= ^, 1 

VI. Si fit jr=/Vl— V^(i — «^ )/ ; ponatur 

esp ; atque ob y=.l (^i-^^ii — f^ , «it 

'— » 
fin» - 
</6 « . ^ ndxcoCx 

iy^", -rr xN ./ :• At eft<//»e« — r — . 

"^ 2(1— ^(i— /»))/(i— ;>) '^ fitt** 

Quo valorc fubftituto prpdibit 

BnT 
_ 'tte dx cofx . . r 

(fiffx \ Cn«* 

■ < • * * 

'•=S=55a5BaBBBB=HBBSfe' CA. 
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DE DIFFERENTIATIONE FUNCTIONUM 

DUJS PWRESVE VARJABILES INPVLFENTIUM. 



Si 



208t 



\i duae plurefve quantltates varial)iles XyyjZ a fe invicem 
prorfus non pendeant, fieri poteft, ut etiamfi omnes fint va- 
riabiles, tamen dum una crefcit decrefcitve^ reliquae maneant 
invariatae: quia enim muUum nexum inter fe habere ponun- 
tur^ immutatio unius reliquas non afficit. Neque ergo diffe- 
rentialia quantitatum / & z pendebunt a difierentiali ipfius 
x; ideoque dum x differentiali fiio dx augetur ,. quantitates y 
& % 5 vel eaedem manere , vel quomodocunque pro lubitu 
variari poffunt. Quodfi igitur differentiale quantitatis x ftatua- 
tur dK y reliquarum quantitatum differentialia dy & dz manent 
indeterminata ) atque pro arbitrio noftro vel prorfiis nihil , vel 
iofinite parva ad dx quamvis rationem tenentia denotabunt. 
2op. Plerumque autem litterae y 8c z fiin6liones ipfius 
X vel incognitas , vel quarum relatio ad x non fpeflatur , 
fignificare folent ^ hocque cafii earum differentialia dy & dz 
certara ad d» relationem habebunt. Sive autem y 8c z pcn- 
deant ab x five fecus , ratio differentiationis , quam hic fpe- 
ftamus, eodeni redit. Qpaerimus enim. funftionis , ' quae ex 
pluribus variabilibus x ^y ^Scz utcunque fit formata , differen- 
tiale , quod accipit , duni fingulae variabiles x ,/ , & % fuis 
differentialibus dx ^dy ^Scdz crefcunt . Ad hoc ergo invenien- 
dunii in funftione propofita ubique loco vaiiabiiium quantita- 
tum x^y^z fcribatur refpeitive x-^-dx^y-^-dyyZ-^-dz^ & ab 
expFeffiori^ hoc raodo refultante auferacur ipfa funflio propo- 
fita: refiduum dabit ipfum differentiale., quod quaeritur^ 

* "T" que- 
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quemadiXLodum ex natura differentialium luculenter conflat; 

210. • Sit X funftio ipfius x^ eiufque differentiale , feu 
augmentum, dum x differentiali fuo dx crefcit , fit =Pdx. 
Deinde fit Y funftio ipfius y^ eiulque differentiale =^Qf/y> 
quod augmentum Y accipit , dum f abit in y + dy : atque Z 
fit funftio ipfius Zy eiufque differentiale fit =R^%, quae diffe- 
rentialia Pdx^ Qj^J^j R^^ ex natura funftionum X, Y, &Z ope 
praeceptorum fupra datorum inveniri poterunt. Quod fi crgo 
propofita fuerit haec quantitas X + Y + Z, quae utique crit fun- 
£lio trium variabilium x y y j 8c « , eius differentiale erit 
=: Pdx + Qdy + ^dz . Utrum autem haec tria differentia- 
lia fint inter fe homogenea nec ne perinde eft. Termini 
eaim qui continent poteftates ipfius dx prae Pdx aeque cva- 
nefcunt , ac fi reliqua membra Q^ & Kdz abeffenr, fimilifijue 
eft ratio terminorum, qui in differentiatione funftionum Y& 
Z funt neglefti. 

211. Retineant X, Y & Z eafdem fignificationes , fit- 
que propofita ifta funftio XYZ ipfarum x^ySczj cuius diffe- 
rentialc inveftigari oporteat . Quoniam , fi x^dx loco x^ 
y-^dy ioco y^ &: z-^-dz loco z fcribatur, abit X in 
X+P^*; Y in Y + Qdf; & Z inZ + Kdzy ipfa funaio pro- 
pofita XYZ abibit in 

(X + Pdx) (Y + Qdy) (Z + Kdz) 

= XYZ + YZP dx + XZQ^dy -h XYR dz l 

+ZPQdxdy + YPKdxdz f XQKdydz + PQKdxdydz. 

At quia dxy dy^ 8c dz funt infinite parva, five inter fe fint 

homogenea five non; ultimus terminus prae unoquoque prae- 

cedentium cvanefcit . Deinde terminus ZPQdxdf tam prae 

YZVdx quam prae XZQdy evanefcit; atque ob eandem ra- 

tionem termini YPKdxdz 8c XQZdydz cvanefcent. Ablatacr- 

go ipfa funftione propofita XYZ , erit eiug differcntiale 

= YZP^AT -f XZQ^;^ + X YR^% . 

212. Excmpia haec fun£lionum trium variabilium «r^f^ 
& Zy quibus pro lubitu quiique plura adiicere poteft, fiiffi- 

ciunt 
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ciunt ad oftendenduni, fi funflio quaccunque triuni variabi. 
lium Xy}^y 8c % proponatur^ utcunque etiam hae^ variabiles 
inter fe fuerint permixtae , eius difFerentiale femper huiuf- 
modi formam efle habiturum pdx + ^dy + rdz : ubi pyq^Scr 
futurae fint lingulae funftiones , vel omnium trium variabiii- 
xtm XyjfySczy vel binarum, vel unius tantum, prout ratio 
compofitionis ) qua fun6lio propofita ex variabilibus x^y^Scz 
atque. conftantibus formatur, fuerit comparata. Simili modo, 
fi proponatur funftio quatuor pluriumve variabilium x^y^Zy 
8cvy eius differentiale femper huius modi formani habebit 
pdx + qdy + ^dz + sdv. 
2x3. Gonfideremus primum fun6lionem duarum tantum 
variabilium 9c 8c y^ quae fit s==V, cuius ergo difTerentiaie 
ita fe habebit, ut fit dV=^pdx^qdy . Si igitur quantiras 
/ aflumeretur conftans , foret dy=:o ^ ideoque funftionis V 
differentiale eflet pdx\ fin autem x ftatueretur conftans, ut 
elTet dx=^Oy folaque y maneret variabilis, tum ipfius V dif- 
xereatiale prodiret =qdy. Cura igitur utraquc quantitate x 
& > variabili pofita fit dV z=:pdx'+ qd/ y ifta reguia pro dif- 
ferentianda funtlione V duas variabiles x 8c y involvente re- 
fultabit: Pona^ur primum fola x variabilis ^ ahera vero y 
tanquam cotijlans tra^etur , (J quacratur ipftus V dijferen- 
tiale y quod fit zzi pdx • Deinde ponatur fola quantitas y 
variabilis , altera x pro conjianti habita ^ df quaeratur ipftus 

V dijferentialc y quod ftt — qdy, ^ibus faSis ^ poftta utra- 
que qua72titate x C!7 y variabili y fiet d V = pdx +- qdy. 

214. Simili modo, cura funtlionis trium variabilium 
Xy/y8czy quae fit =V, difTerentiale huiufmodi habeat for- 
nmadY—pdx-^-qd^-^-rdzy manifeftum eft, fi fola quantitas 
X fuiflet variabilis pofita, reliquae vero y 8c z conftantes 
manfiflent , ob ^;^ = o & dz=zoy prodiiflet ipfius V difFe- 
rentiale zzipdx. Pari modo inveniretur difFerentiale ipfius 

Y — qdy^ Ci x 8c z effent conftantes folaque y poneretur va- 
riabilisj atque fi x 8c y tanquam conftantcs traftarentur fola- 

T 2 que 
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que z ftatueretur variabilis, prodiret differentiale ipfius 
V=zrdz. Quare ad funftionem trium pluriumve variabiliura 
differentiaudam , con(ideretur feorfim quaelibet quantitas va- 
riabilis, & funftio pro qualibet differentietur , quafi reliquae 
omnes effent conftantes; tum fingula haec diftcrentialia, quae 
ex fingulis quantitatibus variabilibus funt inventa , coUigan- 
tur, eritque aggregatum differentiale quaefitum funftionis pro- 
pofitae . 

215. In hac regula, quam pro differentiatione funftio- 
nis quotcunque variabiiium mvenimus, continetur demonftra- 
tio regulae fupra §• 170 datae generalis , cuius ope funtlio 
quaecunque unicam variabilem comple£lens differentiari poteft. 
Si euim pro fingulis partibus ibi commemoratis totidem lit- 
terae diverfae coilocentur y fun6lio fpeciem induet fuu6lionis 
toiidem diverfarum variabilium, atque adeo modo hic prae- 
fcripto differentiabitur 5 fucceflive unamquamque partem^ quafi. 
fola effet variabiiis, tra6lando, cun6laque differentialia , quae 
ex finguiis partibus oriuntur, in unam fummam coniiciendo: 
quae fumma erit differentiale quaefitum , poftquam pro fingu- 
lis litteris valores fuerint reftituti, Haec ergo regula latifli- 
me patet , atque etiam ad fun6liones plurium variabilium , 
quomodocunque fuerint comparatae, extenditur. Unde eius 
ufus per univerfum calculum differentialem eft ampiiffimus. 

216. Inventa ergo regula generali , cuius ope fuo6lio- 
nes quotcunque variabilium differentiari poffunt, eius ufum in 
nonnullis exemplis oftendiffe iuvabit. 

I. Si fuerit V=:xy; erit dW^zxdy-^-ydx. 

II. Si fuerit V = -; erit ^V = ~-^. 

y y yy 

III. Si fuerit Vs= .. ^ r : erit 






jy^ ^y 1 y^^^ 



IV. 
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IV. Si fuerit V=:(a:c + 6f + y)''(8x-\- ej^ + C)" ; erit 

dW = m(ax + €y + ^^'"-'(Sx -^ sy + t,)"{adx + Sdy ) 
+ »{ax + 6^ + '^^''(Sx + £/ + i:.)''-'{8dx + €dy) , 

five //V=(a* + ^j' + 5.)"-(<5 + £)' + C)"-' in 
/maS j + w^^ , + mae „ , 
(,«a^*'^*+ ;;ac- ^'^^' + «^5 ^'^* 

+ ^e^^y + «>d^''^+ «>£^^ )• 

V. Si fiierit V = ylx ; erit </V =:dylx +^. 

VI. Si fuerit V = xy ; erit </V =z yxy-^ dx + x/*///;^ . 

VII. Si fuerit V = A tang ^ ; erit dV = *^y-">^^* . 

« «;» + y/ 

VIII. Si fuerit V = Ciax. co(y ; erit dV = dx cofx. cofy - dy Hnx. finy, 

IX. Si fuerit V = —^-^-—r ; erit 

V(xxi-yy)* 

e^^ydz. e*(xxdy — yxdx) 

yr(xx +yy) (xx +jy) V(xx +yy) 

X. Si fuerit V == r' A fin ^""^(^^ H^jO 

Af + V(xx — yy) 

jxT ^j Kc f-^y/^xx-^yy) 
repenetur dV=se'dzAun — ; — 7 ~ 

* + ^(xx — ry) 



+ e^ 



xydy — yydx 



(x + y/ (xx ^ yy )) (xx-^yf)*Vx 

217. Quoniam vidimus, fi V fuerit fun6lio quaccun- 
que binarum variabilium x Sc y , eius differentiaie liuiufmodi 
habiturum effe formam dVz=.Pdx+Qdy , in qua fint P & 
Q funftiones a funftione V pendentes per eamque determina- 
tae : fequitur has duas quantitates P & Q ceito quodam mo- 

do 



ll 
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do etiam a fe inviceni pendere^ propterea quod utraque ab 
eadem funftione V pendet. Quicunque igitur fit ifte nexus 
inter quantltates finitas P & Q^, quem deinceps inveftigabi- 
mus, perfpicuum eft, non omnes formulas differentiaies hu- 
iufmodi Vdx + Qdf , in quibus P & Q pro lubitu fint ex 
9c 8c y formatae^ pofle efle differentialia cuiufpiam fun6lionis 
finitae V ipfarum x 8c y. Nifi enim ea relatio inter funflio- 
nes P & Q intercedat , quam natura differentiationis requi- 
rit, huiufmodi differentiale Pdx + Qdy oriri plane per diffe- 
rentiatiouem non potuit, ideoque viciffim integrale non ha- 
bebit. 

218. In integratione igitur plurimum intereft noffe 
hanc relationem inter quantitates P & Q, ut differentialia , 
uae revera ex differentiatione funftionis cuiufpiam finitae 
imt orta , dignofci queant ab iis , quae ad iibitum funt for- 
mata, atque nulla integralia admittunt. Quanquam autem hic 
nondum integrationis n^otium fufcipimus, tamen ad naturam 
differentialium realium penitius infpiciendam conveniet hanc 
relationem inveftigari ; quippe cuius cognitio non folum ad 
calculum integralem , ad quem hic viam paramus , eft maxi- 
me neceflaria, fed etiam in ipfo calculo differentiali infignem 
lucem accendit. Primum igitur patet, fi V fit funftio dua- 
rum variabilium ^ & / , in eius differentiali P Jx-h Qdy 
utriufque differentiale dx & dy ineffe oportere. Neque ergo 
poteft effe P = o neque Q=o. Hinc fi P fuerit funftio 
ipfarum x 8c f ^ formula ' Pdx nuilius quantitatis finitae po- 
terit effe differentiale , feu nulla extat quantitas finita , cuius 
differentiale fit Pdx. 

2ip. Sic nulla datar quantitas finita V five algebraica 
five traiirceiidens , cuius differentiale (it yxJx y fi quidem fit 
y quantitas variabilis ab x non pendens. Si enim ponamus 
dari eiufmoJi quantitatem finitam V, quia / in eius difle- 
rentiale in^reditur, neceffe eft, uty quoque in ipfaquantitatc 
V infit ; verum fi V contineret y , ob variabilitatem ipfius y 

nc- 
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neceflario quoque in difTereutiali ipfius V differentiale dy in- 
cfle deberet . Quod tamen cum non adfit , fieri nequit , ut 
differentiale yxdn cx cuiufpiam (juantitatis finitae differentia- 
tione fit ortum . Cum igitur pateat formulam P^;^ + Q^/ , 
fi Q fit o , & P contineat y^ differentiale reale effe non 
pofle , fimul intelligitur , ^uantitati Q^ non pro lubitu valo- 
rem tribui poffe, fed eum a valore ipfius P pendere. 

220. Quo igitur iianc relationem inter P & Q in 
differentiali dV^Vdx + Qdy invelHgemus, ponamus primo V 
efle funftionem nuUius dimcnfionis ipfarum x 8c y : a. cafibus 
enim particularibus ad relationem generalem afcendamus • 
Quod fi ergo ponamus y—tx^ ex funftione V quantitas x 
prorfus evanefcet , prodibitque fun£lio ipfius t tantum y quae 
fit = T, cuius differentiale erit=:0^^, exiftente funftio- 
iie ipfius t . Ponamus igitur quoque iu differcntiali Vdx + Q^ 
wh\(^t y — txy & dyzntdx-^- xdt y quo fa£lo prodibit 

Vdx + Qtdx-^Qxdt; 
in quo cum dx non contineatur, neceffe eft ut fit 

P J^x 

P + Q/ = o • ideoque Q= —_=:—. — ^ feu erit 

P^ + (^ = o , unde rclatio intcr P & Q pro Jioc cafu 
innotcfcit . Deinde debct effe © = Qx , ideoquc Qx =3 
fun£lioni ipfius t . hoc cft fun6lioni nuUius dimenfionis 

0« 

ipfarum x 8c y . Atque ob Q=— fiet P=:~- — , & 

X XX 

tam Px quam Q^y erunt fimftiones nuUius dimcnfionis ipfa- 
rum X Sc y. 

221. Si igitur fiinflio nullius dimenfionis ipfarum 
X 8c yy quae fit = V, differentietur , eius differentiale 
dV=:Fdx + Qdyy fempcr ita crit comparatum, ut fit Fx 
+ Q;'=o. Hoc cft fi m differcntiali loco differentialium dx 
& dy fcribantur x 8c y^ refultabit quantitas = o : uti in his 
cxemplis ufu venire patct: 
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' X vdx ""^ xdy 
I. Sit V=3- ; erit dVss<- ~ , atque pofito » 

loco dx 8c y loco Jy , erit ^^^ =: o. 

II. sit v=-^-^— /L^v«~^t?:^, 

V{xx-'jy) (»*->/)» 

unde fit — ^ ^-^szso. 

(**— jry)» - 

m. Sit V=5-^-^^^^^, quae eft fiinaio nul- 

lius dimenfionis ipfarum x Sc y ; erit 

rfV = 7— r ; — ^ r — --^ — - — - , ouae forma pofitis * 

(yr(xx+yy)—yyv(xx-{-yy)' ^ ^ 

& y loco dx & flfy fit =0. 

IV. Sit V = /^-^; erit ^V=^^— ^-^, 

X — y XX — yy 

2xy — 2yx 

atque — — =s o . 

XX — yy 

V. Sit V=AfiufcL), erit ^^^^±^=1^'^ 

^(*+>) (x+y}/2y(x'y)' 

quae formula eadem proprietate gaudet. 

222. Contemplemur nunc alias fun£liones homogenea;, 
fitque V fiinftio n dimenfionum ipfarum x 8c y. Quare fi 
ponatur > =:^Af , induet V huiufmodi formam T** ,• exiftente 
T fiinftione ipfius r, fitque 

dT=edt, erit dV^x^edt-^nTx^-^dx. 
Quodfi ergo ftatuamus: 
dV=:Pdx-hQdy, ob dy=:tdx + xdt, 
fiet dV=:?dx + qtdx-{-Qxdt: 

quae 
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quae forma quoaiatn cum iila congruere debet ^ erit 
P + Qf = »TAf«-'= — , ob V^Tat". 

Hancobrem ob ^ = — , fiet P;c + (^y = »V , quae 

• ^ 

aequatio reiationem inter P & Q ita definit, ut fi altera fit 

cognita, altera facile inveniatur. Quia porro eft Qx = «''0, 

erit Q*, ideoque etiam Q)r & Px mnftio n dimenfionum 

ipfarum x ^ y. 

223. Si ergo in differentiali cuiufvis funftionis homo- 

geneae ipfarum x & > , loco ds^ ^ dy ^ ponatur x & ^ , 

quantitas oriunda aequabitur ipfi fun£lioni , cuius differentiacie 

proponebatur ^ per numerum dimenfionum multipiicatae • 

I. Si fit V z=.\r{xx'{-yy) ; erit «=1 , & ob 

dy=^-jr—^., fiet —^-^fL- =:V = yr{xx+fy) . 
\^(xx^yy)' \r(xxi^yy) ^ 

II. Si fit V=:-^^~ ; erit » = 2, & 

/ — X 

,„ 2y^(iy — ^yyxdy + jyxxdx -—zx^dx -hy ^dx — x^d/ 

""" (y — *)* ' 

Ponatur x pro dx 8c y pro </;' orietur : 

III. Si fit V = r — --— r- V erit » = — 4, atque 

dV =: — ~-^ — ^^^r— . Quae forraula pofitis x 8c y loco 
(^^ + ^;?)' > r _ ^ 

dx oc dy abit m —- -7 , r- ^= — 4 " • 

(^y^ + ^A?)' 

V IV. 
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IV. Si fit V = ^x/^^ ; erii « = 2 , atquc 

, . I' + ^ . 2xx( ydx — xdy ) ^ ^ 
dV = zxdxl— 1 ^ '-^^ , fa£la autem me- 

^' — ^ ^/ — ^^ 
morata fubftitutione oritur 2xxl = 2 V . 

224. Similis proprietas obfervabitur , ft V fuerit fun^ 
tio homogenea plurium variabilium, fit ergo V fun6lio quan- 
titatum 9$ y yy % , quae coniun£lim ubique n dimenfiones ad- 
impleaut ; atque differentiale huiufmodi habebit formam 
Fdx^Qdy-h^dz. Ponatur iam >=rx & xcsxx, ut fic 
dy^tdx-j-xdf y & dz^sdx+xds y atque fan6lio V indoet 
hanc formam Ux^jexiftente U funftione binarum variabilium 
t 8c s; hinc ei^o fi ftatuatur dU^zzpdt-^qdsy fiet 

dy ^zx^^pdp ^x^qds -f n\Jx^-' dx. . 
Prior autem forma dabit 
^V = Vdx + <^dx + (^xdt + Ksdx + "Rxds : 
quae cum illa collata praebet 

nV 

P + Qf + R^ = »Ujt "-" ^ — y 

X 

unde obtinetur ?x + Qj + Rz = «V ; quae cadem pro- 
prietas ad quotcunque plures variabiles extcnditur. 

225. Si igitur propofita fuerit funftio homogenea 
quotcunque variabilium XyyyZyVy &c. eius differentiale per- 
petuo hanc habcbit proprietatem ^ ut fi loco differentialium 
dx ydy ydzydv y &c. fcribantur refpeftive quantitates finitae 
^ yy y^^yV y &c. prodcat ipfa funftio propofita per numerura 
dimenfionum multiplicata . Haecque regula etiam valet, fi V 
fuerit fun£lio homogenea unicae tantum variabilis x: Hoc 
enim cafu erit V poteftas ipfius Xy puta V — ax^^y quae 
eft funftio homogenea n dimenfionum : nulla fcilicet alia 

da. 
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ddtur futiflio ip(iu> x^ in qua ^ ubique n dimeQfiones con- 
ftituat praeter poteftatem x** . Cumigiturfit dV^znax^^^^dx ^ 
ponatur s loco 4^ , atque prodibit nax " ^ hoc eft nV • Ifta 
ergo fun6lionum homogenearum iniignis proprietas diligen- 
ter notari meretur^ cum in calculo integraii maximam affe- 
rat utilitatem. 

225. Quo nunc in genere in relationem inter quanti- 
tates P & -Q, quae differentiale Pdx+^QJ^ fuaftionis cuiuf- 
cunqueV duarum variabilium pc 8c y conftituunt, inquiramus, 
ad fequentia attendi oportebit. Sit igitur V fun6^io quaecun* 
que ipfaruni x 8c y ; atque ponamus V abire in R ^ fi loco 
9c ponatur K-^-dft; pofito autem ^ + ^/y loco y abeat V in 
S : quodfi autem fimui x-^-dx loco ^ , 8c y-^-dy loco y fcri- 
batur, mutetur V in V . Cum itaque R oriatur ex V, po- 
fito x-^dx loco X, manifeftum eft fi ulterius in R ponatur 
y+dy loco y^ tum prodire V' ; idem enim eft, ac fi in V 
ftatim poneretur x-^dx loco x^ 8cy-{-dylQco >• Simiii mo- 
do fi in S ponatur x-^-dx loco x , quia S iam orta eft ex 
V pofito y + dy loco y^ denuo prodibit V' ; uti ex hoc 
fchematifmo clarius perfpicitur. 



Qiiantitas 

V 


abit in 

R 


fi loco 
X 


ponatur. 
x-bdx 


V 


S 


y 


y + df 


V 


V» 


y 


x + dx 

y^dy 


R 


V 


y 


y + dy 


S 


V» 


X 


X •\-dx 



227. S'i igitur V ita diflferentietur , ut tantum « tati- 
quam variabilis, y vero taoquam conflans tra6letur, quia po- 

V 2 fito 
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fito x-^^dx loco x^ funftio V abit in R, eius differentiale 
erit =R — V; at ex forma dV^Pdx-^-Q^y ^ fequitur i- 
(lem differcntiale fore =iPdx^ unde erit R — VnP^*. Quod 
fi iam loco y ponatur y + dy ^ x vero tanquam conftans tra- 
6letur,quia R abit in V' & V in S^ quantitas R — V abi- 
bit iu Vi — S; ideoque ipfius R — V=2Vdn differentiale , 
quod oritur fi fola / variabilis affumatur,erit V -R-S + V. 
iimili modo , cum poffto > + ^ loco y , abeat V in S , erit 
S — V differentiale ipfius V pofita fola ^ variabili, eritque 
propterea S — V=:Q^^ ; nunc quia loco x pofito x + dxy 
tranlit S in V* & V in R , quantitas S — V abibit in 
V' — R; atque ipfius S — ^V—Qdy differentiak , quod ori- 
tur fi fola X variabiiis ftatuatur, erit =:Vi~R-S + V, 
quod prorfus congruit cum differentiaii ante invento. 

228. Ex hac convenientia deducitur fequens conciufio : 
Si funftionis V cuiufcuuque binarum variabilium x 8c f diffe- 
r^ntiale fuerit dV zzVdx-j-Qdy ^ tum differentiale ipfius Pdx 
quod oritur fi fbla quantitas y tanquam variabilis , x vero 
tanquam conftans traftetur, aequale erit differentiali ipfius 
Qdy y quod oritur fi fola quantitas x tanquam variabilis y y 
vero tanquam conftans traftetur. Si fciiicet pofita fola y va- 
riabiii fuerit dl^z:=^Tady erit differentiale ipfius Pdx praefcripto 
modo fumtum zzZdxdy ; atque pofita fola x variabili erit 
quoque dQ^znZdx; fic enim differentiale ipfius Q^^ praefcripto 
modo fumtum fiet quoque =: Zdxdy . Hacque ratione intelligi- 
tur relatio , quae inter quantitates P & Q intercedit , atque 
paucis verbis in hoc coniiftit , ut differentiale ipfius Pdx po- 
fito X conftante aequale fit differentiali ipfius Q^ pofito y 
conflante. 

22p. Ifta infignis proprietas clarlus perfpicietur , fi eam 
nonnullis exemplis illuftremus. 

I. Sit igitur Vzziyx; erit dV—ydx^xdy^ ideoque 
P=;r & Qjzzix ; undc pofito x conftante erit d.Pdx=^dxdyy 
& pofito y conftante erit d.Qdy =1 dxdy , ficqiie haec duo 
differentialia inter fe aequantur. 
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II. Sit W=.^{x:c-\-2xy); erit J V = i^±^l±.t-^ , 

iaeoque P =--r-— --^1--. , & Qsa: -- — ^ r , unde 

V{xx + zxy) ^ V^(;c* + 2xy) ' 

pofitOAf conftante erit d.Vdx=^ — -— , & pofito .v 

xydxdy 
conftaute erit d.Qdy:= ^ p. 

III. Sit V = * fui A j' +^ fin A ^ ; eritque 

^V = dx fin Ay + x^ corj? -f- rfy fin A * + yd^ cq(x . 

Quare erit 
Pdx = ^x fin A^ ^i-ydx cof x , 

&: , Qdy == ^/ fin Aa? + xdf cofy^ 

Pofito ergo X conftante erit 

d • Pdx = ^Wy cof ^ + dxdy cof x , 

& pofito j^ conftante erit 

d.Qdy = dxdy cofy + ^*^ cof x . 

IV. Sit V=*^; erit dVv=:xy dytx-j- yx^-^dxy 
atque Pdx=yxy-idxy & Qdy=zxy dylx. 

Quamobrem pofito x conftantc habebitur 
d.Vdx=zxy-^ dxdy-i-yxy-' dxdylxy 

& pofito >^ conftante erit 
d.Qdy =y^ y-' dxdylx + *>-« dxdy . 

2 3o.Ifta proprietas etiam hoc modo enunciari poteft , unde 
eximia ommum iun£lionum^ quae duas variabiles involvunt^ 
indoies cognofcetur; Si fun^io quaecunque V duarum variabi- 
lium X 8q y difFerentietur pofita fola x variabili, hocque dif- 
ferentiale denuo differentietur pofita fok y variabili , tum poft 

du- 
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duplicem hanC difFerentiationem idem prodibit , ac fi ordi- 
ne inverfo fun6tio V primum pofita fola y variabili differen- 
tiaretur , hocque difFerentiale pofita fola % variabili dcnuo dif- 
ferentiaretur : utroqua fcilicet cafu prodibit eadem expreffiD 
huius formae Z^dKciy. Ratio huius idemitatis ex praecedente 
proprietate manifefto fequitur: fi enim V differentietur pofita 
fola X variabiii, prodit Vdxy &, fi V differentietur pofita 
fola y variabili , prodit Q^/ ^ horum differentiaiium vero dif- 
ferentialia modo indicato fumta inter fe aequalia eflfe , ante 
demonftravimus . Ceterum haec indoles imnieJiate fequitur 
ex ratiocinio (§. 227) .allato. 

231. Relatio inter P & Q, fi P^x-j-Q.^^ fueritdifferen- 
tiale funftionis V fequenti etiam modo indicari poteft. Q^uo- 
niam P & Q funt funftiones ipfarum x 8c y y differentieu- 
tur ambae pofita utraque x Sc y variabiii : 
Si fcilicet fuerit dYzzsPdx-^-Qdy 
fit dP=ipdx^rdy 

& dQj^qdxi-sdy. 

Pofito ergo * conftante erit 
dP =, rdy , & , d.Pdx == rdxdy . 
•Deinde pofitoj^ conftante erit - 
dQj=;zqdXy &' J.Qdy^^qdxdy^ 

Cum igitur liaec duo diflferentialia rdxdy & qdxdy fint inter 
fe aequalia, fequitur fore q=ir. Funftiones ergo P & Q ita 
invicem conneituntur , ut fi ambae differentientur , uti feci- 
mus, quantitates q 8c r inter fe fiant aequaies. Brevitatis 
gratia autem hoc faltem capite quantitates r 8c q ita coni- 



mod ^ denotari fblent , ut r indicetur per f—r ) , qua fcriptura 

defignatur P ita differentiari , ut fola j>^ tanquamvariabilis 
tra6tetur , atque differentiale iftud per dy dividatur : fic enlm 

prodibit quantitas finita r. Simili modo fignificabit (-7-) 

quan- 
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quantitatem finitam q^ quia hac ratione indicatur fun£lionem 
(^ fola 96 pofita variabili differentiari , tumque differentialc 
pcr dx dividi debere, 

232. Utamur ergo hoc fcribendi modo, etiamfi aiia^ 
ambiguitatem afferrc poffit , quae tamen hic per ciaufulas 
evitatur^ ut ambages iu defcribendis differentiandi conditioni- 
bus evitemus , ficque breviter relationem intcr P & Q^ ita 

verbis exprimerc poterimus , ut dicamus cffe /_ j=Y.j^J^ 

Jn huiufmodi fciiicet fra6^ionibus denominator praeter pro- 
priam fignificationem , qua numerator per eum dividi debet, 
indicat numeratoris differentiale ita effe capiendum, ut ea fo- 
la quantitas cuius differentiale denominatorem conflituit , tan- 
quam variabilis fpeftetur . Hoc enim modo per divifionem 
dificrentialia prorfus ex calculo egrediemur, iflaeque fra6liones 

(— J &^ (•7'") exhibebunt quantitates finitas , quae in 

praefenti cafu erunt inter fe aequales . Hoc itaque modo re- 
ccpto quantitatcs quoque ^ & 5 ita denotare licebit ^ ut fit 

&=r (~) & 5:r:{--pj5 fi quidem ut monitum efl, dif- 

ferentiatio numcratoris per denominator^m reflringatur . 

233. Confentit hacc proprietas mirifice cum prop(rieta- 
te ^ quam ante in funflionibus liomogeneis ineffe ofiendimus. 
Sit enim V fun€lio homogenca n dimenfionum ipfarum x&^, 
ponaturque dY := Vdx + Qdy ^ atque demonftravimus forc 
;?V = P;c + Qy 5 ideoque 

»V Px 

O = . Sit d? — pdx -f rdy; 

y y 

eritque \^\ = ^ > cui aequaie effe (-~^) ita oflende- 

tur . Differentietur Q pofita fola •v variabili , 8c quia in 

hac 
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nVdn ?dM npdn 



y y y ^ 



hac hypothefi cft d(^ =: 

fet' (g.) = (jLZliE _ ^ , dchd,it,ue .fl-e 

Quae aequalitas inde fit perfpicua , quod P Tit fua6lio ho- 
mogenea n — i dimenfionum ipfarum x 8c jf y unde eius 
difFerentiaie dP = pjx + rJy , ob proprietatem fun6lio- 
num homogenearum , ita debet effe comparatum , ut fit 
(;i — i)P =: px i- ry. 

234. Ifta proprietas , quod fit f — j =: l~^) , 

quam omnibus funflionibus duarum variabilium x Sc y com- 
munem efle oftendimus , nobis quoque patefaciet naturam 
fun6lionum trium pluriumve variabilium . Sit V funflio 
quaecunque trium variabilium a: , ^ , & z , ac ponatur 
JV = Pdx -h Qdy + Kdz . Quod fi igltur in hac diffe- 
rentiationc z tanquam conftans tra61-aretur , foret utique 
JV =: Vdx + Qdy ; hoc autem cafu per antecedentia debet 

effc f — j = ("J^)' ^cinde fi quantitas y conftans aflfu- 
meretur , foret dV =r Pdx + Kdz , erit ergo ( -7- ) = ( "r" ) • 

Denique pofito x conftante reperietur (-r^) = (-j-)- ^^ 

dlfferentiali ergo Pdx + Qdy + Kdz fun6lionis V qqantitates 
P> Q.> ^ ^ ^^^ ^ ^^ invicem pendent, ut fit 

(z;)=(T?);(r:)=e);0=(f> 

235. Sequitur hinc ifta fun6lionum, quae tres plurefve 



va- 
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yariabiJes involvurit i.!proprieras analo^a ei , quamfupra (230) 
de ian6lionibus duarum variabiiium ollendimus. Si fuerit V 
futT6lio quaecunque irkim variabilium XyyySc %y eaque con- 
tinjo ter differentietur , ita ut primum una quantitatum^ 
puta X ^ fola ' v;ariapilis' poDatur , iti differentiatione fecuiida, 
fola y y atque in tMtiavfbla a variabiiis alfumatur , prbdibit 
cxpreliio huius formae 2,dxdyd7^ quae eadem roperietur, quo- 

,. cuaque aiio. ordiaeAuantitates. * , / ^ & % collocentur •. Sex 
igltar diverfis m6dja -pofl tri^Iicem difforentiationfem ^ad ean- 

r dein ex:{reiTiooem;;5^!aw[y^^.P^^venietur, cjuoniain ordo quan- 
titarum x,)/, & a. fexies variari potcft. Quicunque ergo ordo 
eligatur., fi funflio V, differentietur pofita- fola prima varia- 
bili , hxque differentlale denuo differentietur pofita fola fe- 
cunJa variabili , atqu^ differentiale . hoc iterum differentietur 
pofita fola tertia vad|tj)ili,, eadem prodibit expreffio^ utcun- 
que ordo <|uantitatum-^ ^y ^ bc % varittur . 

23^.. Quo ratio* huius proprietatis. clariiis perfpiciatur ^ 
ponamus- cflfe rfV rr.Si/;cH- Q^j' +• R^xs ; deinde etiam quanti- 
tates P, Q, & R clifferentiemUs , eruntque earum differen- 
tialia per ante. demonflwta ita comparata : 

i/P.==/>^x + sdy -f tdTi 
i/v^Vss sdx -f- qdy + i#i/«. 
dJT^^rdx-^udy^rdz. 
Differentfetur mina V^ 'pofito folo x variabili prodibit P^^, 
quod differentiale iteratllL differentietur pofito fo!o v variabili 
atque iiabel>itur 5^;<^v:*-<jijod fidifferentietur pofito fblo. « va- 
riabili '-^ poflquam -^gdodxdydz ({j^ni divifiim ,. obtinebitur 

(— K CoIlQcentar-fiwK;: variabiles hoc ordine;^^ *> ^j 

atque frima differenti«{iii dahit Q^r/y ^ fecunda sd»dy y & ter- 

tia, (fafta divifiooe pc^-^fidydz) dabit ( v ) ^^ ^"^^ • ^^^ 

.' poittAtlir -vari^^ilcs J^ot.^pn^ 9:^ Xy x , ac prima dlfferea- 



Itfj 
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tiatio dabit R</s fecunda udydn , terti» vero poft divifioneiBt 
per ditdydz praebet ( j- ) • At cum pofito y confbnte fit 

</Q,= W*+ udzy erit f -_ jssf —j , uti pariter eft de* 
moaftratum^ 

237. Ponamos cfle V = ^— ; Tiancque funftio- 



^a* 



x% 



;. DIFFER. 


JI. CIFFER. 


III. DIFFER. 


folo tc 


folo y 


folo % 


ixydx 


2xdxdy 


^zJxJydx 



nem totles ter differentiemus ^ quoties ordo variabilium 
Ky fj z variari poteft : 



pofito variabili 
pofito variabili 
pofito variabili 



pofito variabiii 



pofito variabiii 



fblo n 
zxydx 

aa — %z 

foio / 

xxdy 

aa — %% 

folo y 

xxdy 

aa^^ %% 
folo % 
2xxy%d% 



aa — «» 

fblo % 
^y%dxd% 

(aa^%%) * 
foio X 
txdxdy 

aa .— ^ z% 

fold % 

:ixx%^yd% 

(a/^^%%) * 

foki « . 
/^xy%dxd% 

{aa-- %%) • 

Mbo y 
, 2xx%dyd% 



^aa — %%) ' 
pofito variabili A>Io % 
2xxy%d% 

(aa — %%) * ^ (tfii— ^%) ' 

ex quo exemplo patfet, quoctmquc ordine tres vambiies.fue* 

rint 



{aa — «)* 

folo y 
4X7uixdyd% 

(aa-^%%) * 

folo % 
.j^%dxdyJ% 

(aa — %%)^ 

folo X 
j^%dxdyd% 

(aa-^%%)^ 

folo y 
^%d xdyd% 

(aa — «)* 

folo X 
j^dxdyd% 

(aa — ««)* 
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riat afTumtae, poft triplicem difTereatiationem femper eandem 
prodire expremonem 7— -—-rr*. 

238. Uti autem^ poft triplicem^ differentiationem ad 
eandem expreffionem eft perveatura, ita quoque confenfus de- 
prehenditur in ditferentialibus^ quae /ecunda differentiatio fup- 
peditavit. In iis fcilicet expreffio quaevis his occurrit ; undepa- 
tet, quae formulae iifclem differentialibus fint affe6lae^ eafdem 
quoque inter fe efle aequales, atque differentialia tertia ideo 
effe oninia imer fe. aequaiia, quia iifdenx differentialibus ^x^^s; 
km affetla. Hinc igitur concludimus, fi V fuerit funftio 
quotcunque variabiliura x^y^%^v^u^ &c. eaque fucceffive ali- 
quoties differentietur ^ ut ieraper unica tautum quantitas va- 
riabilis affuraatur; tura quoties ad expreffiones perveniatur, 
quae iiidera differentialibus fini: affeftae^ eas quoque inter fe 
aequales fore. Sic duplici differentiatione orietur huiufmodi 
cxpreffio TLdxdy , dum in altera fola 9c ^ in altera fola y 
aflumta eft variabilis: perindeque eft. utra prius, pofteriufve 
fit variabilis affumta. Simili modo fex variis modis per tri- 
plicem differentiationem eadem exfurget expreffio Zdxdydi^; 
atque viginti quatuor variis modis pervenictur poft quadru- 
plicem differentiatioiiem ad eandem expreflionem huius for- 
mae Zdxdydzdv^ atque ita porro. 

2.3 p. Veritatem horura Theorenutum quilibet adhibita 
levi attentione ex ante explicatis principiis facile agnofcet, 
atque propria meditatione facilius intuebitur , quam tantis 
verborura ambagibus, fine quibus demonftrationes proferri 
nou poffent. Quia vero harum proprietatum cognitio niaxi- 
mi eft momenti in calculo integrali , Tyrones funt monendi , 
ut non folum has proprietates ipfi diligenter meditentur, ea- 
rumque veritatem fcrutentur, fed etiam pluribus exemplis 
comprobeiit ; quo hoc pafto fibi hanc materiara farailiariorem 
reddant, fru6lufque inde natos poftmodura facilius percipere 

X 2 que- 
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*<]ueant. Neque vero folum tyrones, fed etiam ii , qui prni* 
cipiis calculi differentialis iam funt inlbuti,, ad hoc funt co* 
hortandi ; quoniam in omnibus fere .manudu6lionibus ad hanc 
Anaiyfcos partem hoc Brgumentum ^penitus-praetermitti folet^ 
Plerumque enim Auftores ibias differentiajtionis regulas prae* 
fcripfilfe , carumque ufum in Geometria fubiimiori DltcnJiire 
tuerunt contenti , neque in naturam atque proprietatei; diflfe- 
rentialium inquifiverunt ; unde tamcn max:.ima lubiidia in cal* 
culum integraiem reclundant . Quam ob caufam hoc ar^umen- 
tum fere novum in ifto Capite fufius perfequi vifum eft,, 
quo fimul via ad integrationes alias difficiliores pararetur^ 
atque negotium poftea fufcipiendum fublevarctur, 

240. Cognitis igitur bis proprietatibus^ quibus diffe-l 
rentialia funttionum duas plurefve variabiJes involventium gau*^ 
dent y facile poterimus dignofcere , utrum fbrmuia diffeicntia- 
lis propofita, in qua occurrunt duae plurefve variabiles , fiC 
orta ex differentiatione cuiufpiam funftionis finitae an fecus* 

Si enim in formula Vdx^Qdy non fuerit (7- )^( ■T^K 

certo poterimus affirmare , nullam exiftere- funftionem ipfe» 
rum :c & /, cuius differentiale fit rrP^Atf-hQ^/: nequeergo 
infra in calculo integrali huiufmodi formulae integrale inda-. 
gari poteft . Sic cum in /x^x + ^dy requifita conditio noa 
adfit , nulla datur funftio, cuius diff§rentiale eft zz^fxdx-^xxdy* 

Utrum autem femper, quoties eft { — ] te ( -—j formula 

€x differentiatione cuiufpiam funftionis fit orta , quaeftio eft , 
quae demum ex integrationis principiis folide affirmari poterit' 
241. Si in formula differentiali propofita tres plurefv^ 
infint variabiles, uti Pdx-i-Qdyi-Rdz; tum ea ex dififercn* 
tiatione ortuni traxifle omnino nequit, nifi trcs iftae condi-' 
tiones in ca locum habeant, ut fit 

i/P 
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\J}) " ( ^W ' \Tz) "" VJxJ'*^ \dz) - VdyJ' 

QuarHin conditionum, (i una tantum defit, ccrto affirraaro 
debemus, nttliam extare funftionera ipfarum XyyyScz^ cuius 
difFerentiale fit Vdx-hQdj^-h^dz; huius modi ergo formula- 
rum differentialium nequidera requiri poffunt integraiia, hinc- 
que integrationem prorfus nori recipere dicuntur . Faciie autem 
intelligitur in calculo integrali formuias differentiaies arite 
dignofci oportere, utrum integrationis fiilt capaccs, quam' 
inveiligatio int^ralis a6lu fufcipiatur. 
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DE FORMUZARUM DIFFERElfTIAUUM 



Si 



ULTEIUORJ DIFFERENTIATIONE. 

242. 



li unica variabilis adfit, eiufque differentiale primum con* 
ftans aflumatur, fupra iam methodus eft tradita differentiaiia 
cuiufque gradus inveniendi. Scilicet (i fun£lionis cuiufvis difie* 
rentiaie denuo differentietur , oritur eius differentiale fecun- 
dum , hocque iterum differentiatum dat fun6lionis differentiaie 
tertium, atque ita porro. Haec vero eadem regula locum 
quoque habet, five fun£lio plures involvat variabiles five 
unicam tantum, cuius differentiale primum non ponitur con- 
ftans, Sit igitur V funftio quaecunque ipfius x^ neque vero 
dx fit conftans , fed utcunque variabiie , ita ut ipfius dx dif- 
ferentiale fit =zddx^ huiufque differentiale —d^x^ & ita 
porro, atque inveftigemus difterentialia fecundum & fequentia 
fiinftionis V, 

243. Ponamus differentiale primum fun£lionis V efTc 
rrP^x, ubi erit P funtlio quaepiam ipfius x pendens ab V. 
Si iam funtlionis V differentiale fecundum invenire velimus, 
eius differentiale primum l?dx denuo differcntiari oportet; 
quod cum fit produftum ex duabus quantitatibus variabilibus 
t 8c dx y quarum illius differentiale fit dP t.z pdx , huius 
vero dx differentiale ddx y per regulam de faftoribus datani 
erit differentiale fecundum ddV=iPddx+pdx^ . Deinde fi 
ponatur dp—ifdx^ cum differentiale ipfius dx^ fit idxddx ^ 
erit iterum differentiando 

^? y^iPd^ x + dPddx + ipdxdJx -f Jpdx' , 
iam ob dP=pdx & dp—qdx; erit 
. ; ^ d^ V=:Pd^ X f ipdxddx + qdx^^ , 

fimillque modo ulteriora differentialia invenientur. 
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244« AppUc^us haec ad poteilates Ipfius x^ quarum 
iiflgula differenoalia inveftigemus , lii/^non ponatur conilans: 

I. Sit igitur V=:«; erit ^V =:</«; d*Yzzd')ii 

diV^zd^x; d*y=id*»(; 

&c. 

II. Sit V=:*« ; erk dV^ixdn ; & 

ddV =2 2xddM i- 2die* 
d^Vz=i2xd'it + 6dxddx 
d*Y— 2xd*x + Sdxdix + 6ddx* 
d*y=s2*d*x-j- iodxd*x + 2oddxd^n 

&c. 

III. Si in genere iuerit Wcssx' ; crit 

dV s=s nx'-' dx 
ddV s= nx"-' ddx + tt(n — 1> *-» </« » 

</3 V =: nx'-'d^x + ^n{n^i)x'-*dxddx 

+ n(n — 1) (» — 2)x •-"» </n » 
^* V c=s nx^^dUi- 4»(«—i)* —•</«</'» 

+ 3»(» — i^x^^ddx* 

+ 6n(n'-i) (n—2)x'-^dx*ddx 

+ »(»— i) (n — 2) (»— 3)««— *</«« 

&c 

Si igitur fuerit </j^ conftans, ac propterea 

iidx=:o^ d^x=:Oj d^H^Oy &c : . j . 
orlentur eadcm differentialia , quae iam fupra pro Jiac hypo* 
thefi funt inventa. 

245. Quoniam igitur diflferentiaUa cuiu(que ofdinis ip» 
fius^sr eadem lege differentiantur , qua qu&ntitatei fiaitae, ex- 
preiliones quaecunque, in quibus praeter quantitatem finitam 
eius differentialia occurrunt, iecundum praecepta fupra data 
differentiari poterunt. Quam operationem, cum nonnunquam 
occurrat) hic aliquot exempiis illuflrabimus» 
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L Si fiicrit V = --— , differentiando prodibit 

IL Si fuerit V = — ; erit ^ = i — — - ^ 

ubi nihii impedit , quod prq V (juantitatera infinite ma^nam 
pofuimus. 

IIL Si fuerit V ^z xxl - — ^ quia tranfmutatur 

y in xHfdd.9s-:^zxxldx\ 
erit fecundum regulas confuetas differentiandQ l 

dV = zxdxlddx H 7;; ^xdxldx • . 

ddx dx 

Simili autem modo differentralia altiora ipfius Vreperientnr. 

245. Si expreflio propofita duas variabiles fnvolvaty 
nenipe x & y, vel unius diflferentiale 'ponitur conftans vel 
neutfius; arbitrarlum cnim eft alterutrius diflerentiale con^ 
/^ans aflumi , quia ab arbitrio noftra pendet , gaemadmodum 
unius valores fucceflivos crefcere ftatuere velimus-, Neque vero 
utriufque variabilis differentialia fimul ftatui pofliint conftan- 
tia , hoc . ipfo enim relatio inter variabile^ x &^ y aflumere- 
tur^ quie tamea vel nulla eft, vei incogiirta ponitur, Si 
enim, dum x aequibiliter crefccre ponimus ^ y qiioque aequa- 
lia incremcnta capere ftatueretur, tum eo ipfo indicaretur tbre 
j^ — ax-^-b^ ficque y . ab x pcniieret^ quod tamen aflamere 
non licet, Hancobrem vel unius tantum variabilis diflerentia- 
le conftans aflumi poteft vel nullum. Qubdfi autem differen- 
tiationes abfolvere noverimus nullo differentiali affumto con- 
ftante, fimul quoque differentialia conftaburit, fi alterutrum 
differentiale ponatur conftans : tantum enim opus eft j ut fi 

• dx 
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dx conftans ftatuatur, ubique termini contineatcs JJ^yd^Syd\ &c%. 
deleantur. 

247. Denotet ergo V funftionem quamcunque finitam ipfa- 
rum pe Sc y y fitque dV =:PdM -^ Qdy. . Ad diffcrentiale ipfius 
V fecundum inveniendum aflumamus. utrumque difFerentiafe 
dx & dy variabile, Sc cum. P & Q fint ftmftioncs ipferum; 
^ & > ftatuamus : 

dP^fdx + rdy 
dQj^rdx-^qdj^ 

• fupra enim vidimus efle Vj-} sr: (-r^) ==5-r,. 

His pofitis differentietur dV^Pdx-^-Qdj^y 8c reperietur:: 

ddV = Pddx ^pdx ' -h 2rdxdf + qddy i-qdy'.^ 
Si igitur differentiale dx ftatuatur conlfens ,. erit 

ddV =ipdx ^ 4- zrdxdy + Qddy-hqdy ' , 
fin autem differeiitiale z/;^- ftatueretur conftans, foret 

ddV = Pddx -{-pdx ' + 2rdxdy ^qdy^ . 

248.. Si igitur funflSo quaecunque ipfarum ^tf & / bis 
differentietur 5 nulio^ difFerentiaU pofita conftante^ eius diffe* 
rentiale fecundum femper huiufmodi formam habebit: 

ddV =:Pddx + Qddy +• Kdx* + Sdy' + Tdxdy 
pendebunt autem quantitates P , Q^, R , S , & T ita a fe 
mvicem, ut fir fignandi moda Capite praecedente adhibito:: 

quarum conditlbnum fi vel unica defit , certo affirmare pote^ 
rimus., fbrmulam propofitam nullius funftionis efle difieren- 
tiale fecundum. Statim ergo dignofci poterit, utrum huiuf- 
modi formula fit cuiufpiam quantitatis differentiale iecundum 
^ minus«. 

Y 249. 
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Z4p. Simili modo differentialia tertia ac feqaentia io- 

veDientur^ quod in exemplo particulari oilendifle expediet, 

quam formuks generales amiibendo^ 

Sit igitur Vssjjy; 

Irit dV = fd$$ + Mdy 

ddV =:yddx + zdxdy + xddy 

d^Vzz.yd^^X'^ ^dyddx^ idxddy + xd^y 

44 V ^fd^x + 4dyui ^-x + 6ddxddj^ + jyixd^y + xd^y 

in quo exemplo coefiicientes numerici l^em poteftatum bioo- 
xnii fequuntur , indeque -quoufque libuerit contmuari poffunt^ , 

At fi fuerit V = -: 

X 

dy ydx 



Erit dV 



^ 



^^v=^ — —^ + ZZ^ ^ r^^ 

« IM0 «^ «* 

- d^y ^dxddy 6dx • jy ^dyddx 

^ XX X^ X* 

Sydxddx 6ydx^ yd^x 

in quo exemplo progreflio diflerentialium non tam iacile patet 
^uam in praepedente. 

250, Nequ6 vero tantum haec difierentiandi methodus 
ad fun6liones flnitas ^adilringitur , fcd etiam eodcm negotio 
<:uiufvis exprefllonis^ quae iam difierentialia in fe continet, 
differentiale inveniri poteft, five unum quoddam differentiale 
affumitur conftans five minus. Cum /enim fingula differentia- 
lia aeque & eadem lege differentientur ac quantitates finitac , 
regulae in praecedeutibus capitibus traditae, etiam hic valent 
atque obfervari debent. Denotet igitur V eam expreffjonem, 

quam 
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2[iatn differentiari oportet, five fit finita, five rafinite magnft 
ve infinite parva; atque ratia differeatiationis ex liis esxtxy- 
plis perfpicietur : 

L Sit V=/(//^» +^»); 

Erit i/V =: —7-7 r-T— T - 

•(^x* + i/^») 

!!• Sit V = ^% 
Erit ^ = 1/* + ^^-; \ / . 

IIL Sit V = --^ • 

dxddy — ii!y^rf« ^ 

Efit jy ( 3^^^^^ + zdyddy^yriin^-^dy^) 

dmidy — ^^i/i/m. 

( dn^ + dy^)^{dxd'^y-^dyd^x) 

{dxddy^-dyddx)^ 

quae differentialia cum fint generaliflime nimta^ nullo difTe- 
rentiali pro conflante habito^ hinc facile ea difTerentiaiia de- 
rivarr poterunt y quae oriuntur , fi vel dx vel d^ ftatuatur 
conflans. 

251» Quia nulto differentiali conflante afTumto^ nulla 
etiam lex , fecundum quam fucceffivi variabilium valores pro» 
grediantur, praefcribitur , differentialia fecunda & fequentium 
ordinum non erunt determinata, neque quicquam certi figni- 
£cabant • Hinc formula ^ in qua difierentialia fecunda atque 
altiora continentur^ nullum. determinatum habebit valorem^ 
hifi quodpiam differentiale conflans fit affumtum ; fed eius fi* 
gnificatio erit vaga, atque variabitur, proutialiud atque aliud 
difierentiale fuerit conflans pofitum . Interim tamen dantur quo^ 

Y 2 que 



que eiufmodi expreffioncs differentiiiia fecunda continentes , quaet) 
etiamfi nullum differentiaie pofitum fit conflans, tamen figni- 
ficatum determinatum comple£luntur , qui perpetuo idem ma- 
neat) quodcunque differentiale conflans ftatuatur.« Huiufmodi 
autem iormularum naturam infra diligentius fcrutabimur.^ 
moduniQue trademus eas ab /aliis^ quae valores determiiaatos 
non includunt, dignofcendi. 

252. Quo haec ratio formularum, in quibus differen- 
tialia fecunda vel altiora infunt, facilius perfpiciatur, contem* 
plemur primum formulas unicam variabilem continentes , at* 
que facile patet, fi in-quapiam formula infit eius variabilis 
M differentiale fecundum ddss y nullumque differentiale coniians 
flatuatur, formulam nullum ^valorem fixum habere poffc. Si 
enim flatuatur differentiale ipfius x conflans, fiet Jdx=zo; 
fin autem ipfius xx differentiale zxdx feu xdx conflans pona- 
tur , cum ipfius ^xdx differentiale jxddx + dx^ fitso , fiet 

dx"^ 
ddx^^ . ATcrum fi poteftatis cuiufcunque x" diffe- 

rentialc nx^^^^^dx feu x^^^dx debeat effe conftans ; erit eius 
differentiale fecundum x""^' ddx + (;;— i)^'"^^^^* = o, 

ideoque ddx=z-^ , Alii valores pro ddx prodi- 

bunt , fi alrarum ipfius x funftionum differentialia conflantui 
ponantur . Mauifeflum autem ed , formulam , in qua ddx 
occurrat , diverfiffimos induere valores , prout loco ddx 

icribatur vel o vel -— — vel — -^ vel alia 

X X 

huiufniodi expreffio. Scilicet fi proponatur formula — r— ^ 

quae ob ddx & dx* infinite parva liomogenea , finitum va- 
lorem habere deberet ; ea pofito dx conflante abit in o , fi 
fit^ d.x^ conftans, ea abit in — x ; fi fit d.x^ conftans, ea 
abit in -^ 2x; fi d.x^ fit conftaus, ea abit in — • 3^ & ita 

por-^ 
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V3 



porro. Ncque ergo determinatum valorem habere poteft, 

nifi definiatur , cuiufinodi differentiale conftans fit affumtum. 

253. Ifta. inconftantia fignificationis fimili rationeoften- 

ditur , fi differentiale tertium in quapiam formula infit. 

Confideremus hanc formuiara , quae pariter fiiutum 

valorem prae i*e fert. Si difterentiale Wjr fit conftans , abit 

tta in — , cuius valor 'mox patebit. Sit "d^* conftans, erit 

ddie aa — - ■ : Sc denuo differentiando 

zdxddx , </*' zdx^ , ,, dx*. 
d'x=i H = -2 , ob ddx:=i , 

^ X' X* -M 

x^d^x 
hoc ergo cafu formula propofi» • • abit in — - 3«», 

At fi fuerit d^" conftans , erit 'ddx s= — - . , 

X 

hincque 
^ l(» — i)dxddx (» — i)dx^ __ .2(» — iydx\ 



+ 



X X' XX 

(n — i)dx » (2» — i) (» — ly*' 



XX XX 

Hoc ergo cafu erit 
d^x (in^i)dM „ x^d^^x . . 

__ — ___,&__. — (,,-.>., 

imde patet fi fit »==1, feu d^i conftans, valorem formulae 
fore =— ^* • Ex quo manifeftum eft , fi in quapiam formula 
difforentialia tertia vel altiora occurrant, neque fimul indice- 
tur 5 cuiufmodi differentiale aflimitum fit conftans , eam for- 
mulam nuUum certum valorem habere, atque adeo niliil 

pror- 
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prorfus fignificare; quaniobrem tales expreflioncs in calculo 
occurrere non poflunt. i 

254. Simili modo fi formula contineat duas plurefve 
variabiles, in eaque occurrant differentiaiia fecundi altiorifve 
gradus, intelli^etar valorem determinatum locun^ habere noa 
polle, nifi diflferentiaie quodpiam conftans ftatuatur, iis tan* 
tum exjeptis cafibjjs, quos mox perpendemus.. Quum primum 
enim ddx in quapiam formula ineft ^ quoniam pro variis dif- 
ferentialibus , quae conftantia ponuntur, valor ipfius ddx per- 
petuo variatur , fieri nequit , ut formula ftatum obtineat va.- 
lorem; hocque idem valet de quovis differentiali aitiori ip- 
fius x^ atque etiam de differentialibus reliquarum variabiliumr 
fecundis & aitioribas. Sin autem duarum pluriumve variabili- 
um difTerentlalia fecunda infint, fieri poteft, ut inconftantia 
ab uno oriunda per inconftantiam reiiquarum deftruatur; hinc* 
que nafcitur ille cafus, cuius meminimus^ quo formula huiu(^ 
moJi differentialia fecunda duarum pluriumve variabiiium in- 
volvens valorem definitum habere poteft^ non obflante quod 
nullum differentiale conftans fit pofitum* 

fddx "^" xddy 

255. Haec igitur formula ^^ y ftatamatque 

fixam fignificationem habere nequit , nifi quodpiam differen- 

tiale primum conftans ftatuatur. Nam fi dx confhns ponar 

xddy 
tur habebitur v-j-; fin autem djf conftans ponatur^ habebi- 

fddx 
tur T-7-: raanifeftum autem eft has formulas non necefla* 
dxdy 

rio inter fe elTe aequales. Si enim neceflario eflent aequa- 

les y tales manere deberent, quaecunque fu.iflio ipfius x lo- 

co y fubftitueretur . Ponamas tantum efle y^xxy & cum 

' m 
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ifl I ^, fin autem dy feu ixdx ponatur conibns , fiet 

' ' * / dx^ 

ddy = %x4dx + ^dx * c= o ^ ideoque* ddx s= — — ^ 

X 

yddx 
undc formula j^ ^^^' ^^ — x • Cwm igitur in. unico ca* 

. ' xdd^ 

£1 reporiaair 4ifcrepamia, ^iulto minus in ^nere erit ^—^ 

yddx 
pofito ^;(r conftante aeqnalis j-^ pofito ^^ confhnte . Deinde 

yddx "4^ xddy 

cuia formula '^ ; — ; fibi non conflat , dummodo vel 

* dxny 

dx vel ,dy conilaiu pooatur , niulto minus fibi cpnflabit , fi 

funflionis cuiufvis ym^ ipfius x vel ipfius y vel utriufque dif- 

ierentiale confians pooatur* 

z^6. Hinc apparet huiu&iodi fbrmulam flatum valo« 

rem liabere non pofle^ nifi ita fit comparata, ut poflquam 

loco variabilium / ^ & % , quae jpraeter x infunt , fundiones 

quaecunque ipfius x fuerint ^ fubflitutae ^ difierentialia fecunda 

& altiora ipfius x^ nempe ddx^d^x^ &c. penitus ex calcula 

excedant. Si'enim pofl talem fiibflitutionem quamcunque in 

formula adhuc relinqueretur ddx ^ vel i/^;^ ^veli/^Xj&c. quia 

haec differentialia , prout alia aliaque conflantia affumuntur y 

fignificationem fiiam variant y valor quoque ipfius formulae erit 

yddx "1" xddy 
vagus. Sic comparata efl formula antepropofita^^ — -— r , 

quae fi flatum haberet yalorem , quicquid y fignificct , 
ftatum quoque habere ^beret valorcm , fi y denotaret fiin- 
tionem quampiam ipfius ;r. At fi tantum ponamus/— ^r^ 

formula abit in ~7~ quae utique ob ddx in ea conten* 

tum efl vaga^ atque alios jalioique valores induit, prouti alia 

atque 
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atque* alia difFerentralia^ coaftantia ponuntur, uti ex^*. ayt 

iatis eft niaaifeftiun. 

257. Dubium autem hic fubaafcetur, utrum dentur ta- 

les formulae duo plurave difllerentialia fecundi; akiorifve gra« 

dus continentia, (juae hac proprietate gaydeanf^. ut fi loco 

reliquarum variabilium quaecunque* fun6liones unius fubftltuan- 

. tur, difterentialia fecundi gradui^ prorfus fe deftruant, Huic 

dubio primum ita occurramus , ut huiufmodi formulam propo- 

nanius^. quae ifta propriecate fit pFaedita^ quo f>ei: expioratio* 

nem vis quaeftionis melius percipiatur. Dico igitur haac for- 

, dyddx — dxddy , . ^ 

mulam r memoratam praprietatem poilidere : 

quaecunque- enim fun6lio' Ipfius x loco;^ fubftituatar, femper 
differentialia fecundi gradus penitus evanefednt; quam proprie- 
tateni fequentibus exempiis comprobemus». 
^ L Sit jr =: ** ; erit dy = ^xdic , '& ddy = %xddx + ^dx^ v 

qui valores in foraiula ; — — iubftituti dabunt *, 

zxJxddx — ^xdxddx — xdx ^ 



dx^ 

II. Sit y = ^tf" ; • erit' dy = nx"^^ dx ,, 
& ddj^ = nx^''-'ddK'\-n(n'—i)9^''-^dx.^ 

<su. valores fubftituti fornmkrn -^ ; ^ traQfinuta^ 

bunt in liaac 

nx^^^dxddx — m""^ dkddx -* »(» — r)»"^»</i»« 



dx^ 



= — »(»— i)j»"-». 



III. Sit y^-^Vii^xx); etit dr=:~~y 

•(i — *x; 
& 



St ddy= 
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xd dx dx* 



^ , dvdJx — dxdJy . . . 

atque formula ^ — — — , abit m 

xdJx xddx' I 



i y 



£i his igitur omnibus exemplis differentiaiia fecunda ^^x fe- 

mutuo toUunt, hocque ita eveniet, quaecunque aliae funflio- 

nes loco f fubftituantur . 

258. Cum ifla exempla iam- probaverint veritatem 

dyddx. •" dxddy 
noftrae propofitionis , quod formula -=^ fixum 

habeat valorem, etiamfi nullum differeatiale conflans Ct af^ 

fumtum, demonflrationem eo facilius adoruare poterimus.. 

Sit ^ fun6lio quaecunque ipfius k^ eiufque differentiale dy 

huiufmodi erit, ut fit dy^^.pdx^ atque /> erit fun6lio quae- 

piam ipfius jv, eiufque differentiale propterea huiufinodi for- 

mam habebit dp — qd^y eritque q iterum funftio ipfius %. 

Cum igitur fit dy —pdx , erit differentiando ddy =zpddM t qdx % 

& dyddx — dxddy =:pdxddx — pdxddx — qdx ^ = — qdx ^ ; in 

qua expreffione cuni nullum infit differentiale fecundum , ha-^ 

. ,• , ^ dyddx — dxddy 

bebit ea valoreni fixum , atque -^ — — erit=: — q. 

Quomodocunque igitur y pendeat ab x^ differentialia fecunda 
in hac formula femper fe mutuo tollent, hancque ob caufam 
cius valor, qui alioquin effet vagus, fiet fiatus ac fixus. 

2 5p. Quanquam hic pofuimus y eflfe funftionem ipfius. 
X y tamen veritas aeque fubfiflit , fi j^ ab * prorfus nou pen* 
deat, uti affumfimus. Dum enim pro y funftionem quamcun- 
que fubflituimus 5 neque qualis fit determinavimus , nullam 
pendentiam 2h x vpd y tribuimus. Interim tamen fine fun- 

Z 6lio- 
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flionis mentione dcmonflratio formari poteft; quaecunque 

cnim y fit quantitas five pendens .ab ;« five non pendens^ 

dy 
eius differentiale dy iiomogeneum »erit cum dii^ ficque -— - 

-quantitatem finitam denotabit, cuius dffferentiale, quod capit^ 

dum X in x + dx Sc y in y^dy abit, crit fixum, neque 

^. s . . dy 
a differentialium fecundorum Icgc peiidebit, 'Sit igttur — =/>; 

erit dyszpdx ^ & ddy — pddx-^-dpdx^ unde fit 
dxddy — dyddx'^ dpdx ' , 
cuius valor non cft'vagus, quia tahtum differentialia prima 
continet ; ac propterea idem manet , five quodpiam differcn- 
tiale xonftans accipiatur, qualecunque id demum fit, five nui- 
lum differentiale pofitum fit conftans. 

260. (^ia igitur dyddx — dxddy non obftantibus dif- 
ferentialibus fecundis, quac potentia fe mutuo deftruerc cenfe- 
ri poffunt, fignificationem habct fixam; cxpreffio quaccunque^ 
in qua nulla alia differentialia fecunda praetcr formulam 
d/ddx — dxddy infunt, pariter fignificationem habebit fixam, 
Seu fi ponatur dyddx — dxddy = C0y atque V fuerit quanti- 
tas ex X ^ y y carum <iiffcrentialibus primis dx , Jy atquc cx 
(«) utcunque compofita , ca valorem habcbit fixum . Cum 
enim in differcntialibus primis dx & df nulia ratio habcatiu- 
cius legis arJ>itrariae , qua valores fucccffivi ipfius x crefccre 
ponuntur, in o) dlfferentialia fecunda (e imituo tollunt, ctiam 
ipfa quantitas V nou crit vaga fed fixa. Sic ifta expreffio 

.( dx* ^ dy^y 

-; — r. TTT valorcm obtinct fixum , quamvis ea dific* 

dxddy — dyddx ^ 

rentialibus fecundis inquinata videatur, atque infuj^er, quia 

numerator eft homogcncus denominatori , valorem obtinet 

finitum y nifi is cafii vel infinitac magnus vel infinitae par- 

vus cvadat. 

261. 
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t6i. Quemadmodum formula dxddy — dyddx valoreiEi 
£xum habere oilenfa efl.^. ita quoque fi tertia variabilis z. ao- 
cedat; hae {otmwhi^ dxdd^:. — dzddx & dyddz — dzddf va- 
lores fixos habebunt •. Hinc expreffiones , quas tres variabiies 
Xy y^ & s;. involvunt^ ft in eis nulla alia difTerentialia fe^ 
cunda occurrant , praeter haec affignata , tum perinde erunt fi- 
xae, ac fi nuiia plane. difierentialia. fecunda. iueirent..Ita iiaec 
expreifio.: 

Cdx^+dy' + dz')^ 

(dx + dz^ddy — ^dy + dz^ddx^^-idx^df^ddz. 

non obflantibus, differentialibus fecundis , fixa gaudet fignifica- 
tione, Similique modo formulae exhiberi pofTunt , plures va- 
idabiles continentes ,. in quibus difFerentialia fecunda.non im- 
pediunt ^, quominus earura fignificatio fit fixa^. 

262. Exceptis ergo huius. generis formiilis , quae diffe^ 
rentialia fecunda compleSuntur^ reiiquae omnes fignificatio- 
nes habebunt vagas ^ neque propterea. in calcula locum habere 
pofTunt , nifi quodpiam difFerentiale primum definiatur , quod 
conflans fit aflumtum. Statim vero atque differentiale quod- 
piam primum confteins affumitur, omnes expreffiones quotcun- 
que variabiles. contineant , & cuiufcunque ordinisdifferentialia 
pofl primum in eas ingrediuntyr , fixas obtinebunt fignifica- 
tiones, neque amplius ex calculo excluduntur. Si enim verbi 
gratia dx affumtum fit conftans, ipfius x differentialia fecunda 
& fequentia evanefcunt; 8c quaecunque funftiones ipfiusjrlocO' 
reliquarum variabilium y y ^y &c. fubflituantur , earam diffe- ^^ 

rentialia fecunda per dx^ y tertia ^er dx^ y 80:. determinabun- 
tur , ficque inconftantia a differcntialibus fecundis oriunda- tol- 
litur. Idem evenit , fi alius .variabilis feu funflionis cuiuf- . 
cunque differentiale primum conflans ponatnr. 

2^3. Ex his igitur fequitur ilifferentialia fecunda & 
altiorum ordinum revera nunquam in calculum ingredi^ atque 
ob vagam- fignificationcm prorfus ad Analyfin effe incpta. 

Z z. Quan- 
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^uando enim difFercntialia fecunda adefle videntur, vel dlffe- 

rentiale quodpiam primum conftans aflumitur, vel nolluro. 

Priori cafu difFercntialia fecunda prorfus ex calculo evancf^ 

cunt, dum per diflTerentialia prima determinantur. Poftcriori 

cafu autem nifi fe mutuo deftruant, fignificatio erit vaga^ & 

propterea in Analyfi locum nulium inveniunt ; fm autem fe 

mutuo deftruunt , tantum apparenter adfunt , • & revera folae 

quantitates finitae cum fuis differentiaiibus primis adefte cen- 

lendae funt. Quoniam tamen faepifFime apparenter tantum in 

calculo ufurpantur, necefle fuit, iit methodus eas traftandi 

«xponeretur, Modum autem mox oftendemus, cuius ope dif- 

jerentialia fecunda & altiora femper extcrminari queant • 

254. Si expreffio unicam contineat variabilem x y eiufque 

^ifferentialia altiora dchc y^d^Xyd^Xj Scc in ea occurrant , ea 

fignificatum fixum habere ncquit , ciifi quodpiam differentiale 

primum conftans fit pofiuim. Sit igitur f iiia quantitas va- 

riabilis^ cuius differentiale i/t fit conftans pofitum, ita ut fit 

ddtz=.o^d^t^o^d^t=:o^ &c* Ponatur dx=^pdt; eritque 

p quantitas finita , cuius difTerentiaie A^aga fignificatione diffc- 

dp , 
rentialium fecundorura non afficietur , jiincque etiam — erit 

dt 

quantitas finita. Sit dp;=qdt.y fmiilique modo ulterius 

dq=zrdt; dr=:sdt; &c. erunt qyVySy &c. quantitates finitae 

fixos fignificatus habentes. Cuni igitur fit dx^-pdt ; erit 

ddx=:dpdt^qdt^;d^x=zdqdt^ = rJt^ ; 

d^x=zdrdt^ = sdt^; Scc 

qui valores fi loco ddx^ d^^x^d^x^ &c. fubftituantur , tota 

expreffio meras qoantitates finitas cum difTerentiali primo dt 

continebit, ideoque non amplius vagam fignificationem ha- 

bebit. 

26%. Si X fit fiin6Ho ipfius /, poterit hoc modo quan- 

titas X prorfus eliminari, ita ut fbia quantitas t cum fuo 

difrercntiali dt in expreflione remaneat: fin autem / fit fiin- 

aio 
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6lio ipfius H^ viciffim quoquc x erit ipfius^ ftin6lio. Interim 
tamen ipfa quantitas « cum fuo differentiali primo dxy in 
calculo retineri poteft , dummodo poft fubftitutiones ante 
faftas ubique loco t 8c Jt earum valores per x 8c dx expreffi 
reftituantur. Quod quo planius fiat , ponamus t eflc =^*, 
ita ut differeutiale prinium ipfius x" conf^ans fit pofitum» 

Quia igitur eft 

Jf zzz nx"'^^ dx ; erit p = : & 

— {» •— i)dx , , 

dp =3 — ^ ^ 2= qdt =: nqx'^'^^ dx ; 

, n — -C«— i) 

unde fit j7= — ^ -i & * 

^ fmx^"-' V . 

, (n — 1)(2» — i)dx , - 

^^=:i — '^— —^'^z=irdf = nrx'''^'dx. 

nnx *" 

Hinc porro fit 

_(»— i) (2«— O/ _^ (;;— i)(2 »~l)(3»~i) 

Quare fi difierentiale ipfius ir" ponator conflans , erit : 

X 

.. _ {n ^i){2n^l){^n^l )dx^ 

&c. 
266. Si expreffio duas contineat variabiles x 8c y^ 
earumque unius x differentiale pofitum fit conflans y ob ddx^sszoy 
aiia differentialia fecunda & altiora non inerunt^ praeter ddy^ 
d^y^ &c Haec autem eodem modo, quo ante ufi fumus, 
tolli pgterunt ponendo 
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♦ dyzzpdx) dp-rzqdx^ dqzzrdpc; dr^=sdx) 8cc. 

fiet enim ddy — qdx^ ; d^y:=:rdx'^ ; d^y^zsdx^ &c. 
Guibus fubftitutis eXpreflfio orietur, cjuae praeter quantitates 
nnitas x^ y>/^> ^> ^> ^y ^c. nonnifi dinerentiale primum 
dx continebit. Sic fi propofita fuerit haec expreflio 
ydx •* 4- xdyd 'y -^- xd *y 
{xx + yy)ddy 

in qua dx eft conftans aflumtum ; ponatur 

df=2pdx; dp-zzqdx ; dqzzrdx ; 8c drzzzsdx; 

quibus valoribus fubftitutis expreflio propofita tranfmutabitur 

in hanc : -^ — >-^ — ^ quae nulla amplius difTerentia- 

(xxi-yy^q 

lia fecunda altiorave continet. 

2^7. Simiii modo difFerentialia fecunda & altiora tol- 

lentur, fi dy fuerit conftans aflumtum. Verum fi aliud diffe- 

rentiaie primum quodcunque dt ftatuatur conftans, tum pri- 

.mum modo ante indicato diflerentialia ipfius x altiora ex 

calculo tollantur, ponendo 

dxzzzpdt ; dp = qdt; dq^^rdt ; drzzsdt ; &c. 

V^ unde fit 

ddx=zqdt^'^ d^x=:rdt^ ; d^x=zsdt^ ] &c. 

Deinde fimili modo differentialia altiora ipfitis y ponenda 

dy = Pdt; dP = Qdt; dqj=zKdt; dK=Sdt ; &c- 

unde fiet 

ddy=:Qdt'j d>y = Kdt\' d^yzzSdt^; &c 

quibus fubftitutis obtinebitur expreffio, quae praeter quantita- 

tes finitas, ^c^ p^ q^ r, x, &c. ;f, P, Q, R, S, &c 

folum diffcrentiaie dt completletur , neque pfopterea vagam 

. habebit fignificationem . 

^58. Si differentiale primum, quod conftans ponitur^ 

vei ab X vel ab y , vel ab utroque fimui pendet , tum non 

opus 
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opus cft , ut duplex quantitatum finitarum p ^ q^ r ^ &c. fe- 

ries introducatur. Si enim dt ab k tantum pendet , tum lit- 

terae p y q ^ r j Scc. fient funftiones ipfius x , folaeque litterae 

P, Q^ R, &c. ingrediuntur ; idemque evenit, fi difFerentialc 

conftans df ab y tantum pendeat. At fi ^^ ab utraque pen- 

deat , operatio aliquanttim immutari debet • Ponamus exempli 

gratia noc difF^rditiale ydx conftans eflTe aflumtum , eritque 

dxdy 
yddx + dxdy = o ; ' unde fit \dd9c = — — . Sit nunc 

pdjc » • 
dy=pdx; dp::zqdx; dq=:rdx &c. eritqueJi/*= — ^ ; 

ulteriufque differentiando 

qdx^ , ppdx^ ipdxddx 
y yy y 

fubftituatur hic loco ddx eius valor — ^ ; fiet 

y 

qdx^ . ZPP^^^ 
d^x^^ + ~ ; porroque 

y yy 

rdx^ pqdx^ 6pqdx^ 6p^dx^ 

y yy yy y^ 

+ (^^i)idx^ddx; 

^/y yy 

& pro J^^ fiibflitutd valore — w— emer^t 

\ y yy y% J 

Peinde cutn fit dyzzfd»; erit 

diy 
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ddy = qda » ■\'pddit = U — — J dx^ ; 
& continuo pro ddx valore — - — ^ fubftimendo* fiet 



V jr yy J 

V y y yy vW 



y ^ yy y 

qui valores loco difFerentialiuni altiorum ipfarum x U. y fub- 
ilituti mutabunt cxpreffionem propofitam in eiufmodi for- 
mam, quae nulla ampiius difFerentialia altiora continebit, 
hincque confideratione cuiufbiam differeutialis conftantis exue- 
tur. Fa£la enim hac transiormatione , quia differentialia fe- 
cunda non infunt, nequidem opus eft, ut quaie differentiaie 
fumtum fit coaftans, commemoretur . 

25p. Saepiffime autem in calculo ad lineas curvas ap-- 
plicato cvenire folet, ut hoc differentialc primum v/(^»'+^j^*) 
conftans affumatur : quare quemadmodum hoc cafu differentia- 
lia fecunda & aitiora eliminari debeant, oftendamus . -Sic enim 
fimul via pltebit ad idem degotium abfolvendum, fi aliud 
quodcunqae. differentiale affumendum fit conftans. Ponatur 
iterum dy = pdx ; dp = qdx ; dqz:zi rdn ; dr == sd% ; &c 
atque differentiaie ^(dfg* -^dy^) induet hanc formam 
rf*/(i -f-/>^), qua^ cum fit conftans fiet 

ideoque ddx = — -^ — : 

i+pp . 

unde iam ipfius dd» valor habebitur: hinc porro erit 

d^x 
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prdx^ qqdx} ippqqdx^ zpqdxdd:» 

^^ prJ»^ qqdx^ .4ppqqd»^ 

1+/»/» (i+z^rt* 

Deinderfict; 
^>» ;f — ^./'^^** A (iopp—i)qrdx* (is;»/>— i3)/>y3</x* ^ 

*"" 1+/'/» (1+/'/')» ^ (!+/'/•)* 

Quia autem afliunfimus dy zr: pdx y fict diSerentianda 

ddy =iqdx » -\-pddx = ^^* • — ^?^— = 2_fl 

,, rdx^ zpqqdx^ , zqdxddx ., 

d^y = — /^^ , -f -~ ideoQue 

i+^/^ (!+/'/')• 1+/'/' 

i+Z'? (!+/'/')* ' 

' porroque differentiando : 

1+/'/''" (!+?/>)* (!+/»/>)* 

« 

Omnia- ergo . diHerentialia altiora utriufque variabilis x^&n y 

per quantitates •finitas & poteftates ipfius £/;(? exprimentur, at- 

^ie poft has fubftitutiones £i6las refiiltabit expreflio a difTe* 

rcmialibus. fecundjs prorfus liber». 

.270. Expofito igitur modo differeniialia fecupda & 

altiora exuendi, -conveniet 'hoc ri^otiuih aliquot exemplfs 

illuftrari, 

xddy , * 
!• Sit propofita haec exprefllo -j-^ , m cpA dx pofitum 

Aa eft 
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ed conftans. Pofito ergo dy^pdx ^ & Jp^qdx , ■ob 

ddy = qdx* y expreffio propofita ahit in hanc finltam xq . 

dx^-^dy* 
II. Sit propofita haec expreflio , in quapo* 

fitum fit dy conilans . Ponatur dxz^pdy ; dp^qdy^ 

i^pp 
ob ddxszqdy* y orietur — ^ . Sin auton ut ante fta- 

tuere velimus dy^pdx , dpzzqdx ; ob dy conftans erit 

qdx * 
^pddx + dpdx & ddx^"^ ; «nde exprefllo propor 

fita tranfibit in ~^.^i±£^, 

q 

yddx'— xddy 
III. Sit propofita haec cxpreflio ' j-r io 

qua ydx pofitum fit conilaos « Ponatur df =r pdx Sc 

dp = qdx y eritque ex §. 2^8: </</jf ..c= — ^- — ^, 

ppdx* 
ddy = qdx • — , quibus fiibftitutis exprefllo propofita 

tranfinutatur in hanc ; — . i — -^ + -K 

p y 

dx* "+ dy* 
IV. Sit propofita ifta exprefllo ^ , in qua 

ddy 
conftans £t pofitum }^(dx*+dy*) ^ Ponatur iterum 
dy r= pdx , dp ss qdx , & ex pangrapho praecedente 

erit ddf ^ --7 — ; unde expreflip progofita abibit 

in ii — .Cli», 
f • 



Ex his' autem exemplis fatis iiitelligitur , quemadmodum ia 
quovis cafii oblato, quodcunque difFcrentiale primum aflum- 
tum fit cooftans ^ difihrentialia. ^uada, atque altiora eliminad 
debeant* 

271. Ciira igitur Koc modo ihtroducendis quantitatibus 
finitis p^ qy ^ > s y &c. differentialia fecunda & altiora ita 
climinari' queant ,. ut tota expreflio praeter quantitates finitas 
X y y y py q^ r, y, &c. fdiun^ differentiale- ^^. comple6latur;. 
viciflim fi huiufmodi expreffio. redu6la proponatur , ea iterum 
in formam priofem, tranfmutari potericr loco litterarum 
py qyty Sy &c. introducendis differentialibus fecundis & al- 
tioribus. Nunc autem. perinde erit,. quodnam diffcrentiale 
primum conftaos afiumatur; atque vel id ipfum, quod ante 
luit aflbmtum conftans poni' poteft, vel aliud quodcunque. 

'Quiri etiam prorfus nullum differentiale conftans aflumi pote- 
nty hocque modb prodibunt exprefliones differentialia fecunda 
altioravc continentes, quae etiamfi. nullum differentiale con- 
ftans fit affumtum , tamen fixas fignificationes obtineant , 
cuiufinodi cxpreffiones dari fupra oftendimus. 

272. Sit. crgo propofita expreffio quaecunque continens 
litteras finitas x j y^ py q^ r, &c. uua cum differentiali dxy 

* dy dp d q 

m qua fit/) = ^; "^^Jx^ '~dx' ^^' ^^ ^^^^ 
has. lltteras p y q y ^ y &c. ita eliminare velimus . ut ea- 
nirii loco' introducamus differentialia fecunda & altiora ipfa- 
jrum. AT&^, nuUo differentiali conftante affumto; fiet 
dxddy^^dyddx _. dxddy-^dyddx 

, *" — 5? — ' h«^f=— ^— . 

quae formula <Iiffei«ntiata daSlt 

dx^ 
Aa » Quoa 



dr 
Quod fi infuper littera s , quae denotat valorem — , infit , 

pro ea fubftitui debebit hic valor s =» 
dx^d^y-6dx^dd9cd^y'/^9Q'ddyd^9c^ l ^dxddx^ddyJj^ lodxdyddxd^x-i^dydJx^^-dx^dyd ^x 

dx\ 
His igitur valoribus loco quantitatura p^ q^ ^^ ^ &c. fubfti- 
tutis expreffio propolita tranfmutabitur in aliam differentiaiia 
altipra ipfarum x 8c f continentem y quae etianift miiium dif- 
ferentiale primum confbns (it affumtum, tamen non vagam 
fed iixam nabebit flgnificaHonem. 

273, Hoc ergo modo quaevis formiila differentialis al- 
tioris gradus, in qua quodpiam differentiale prlmum affum- 
tum eft conftans^ tranfmutari poterit in aliam formam^ in 
qua nullum differentiale conftans ponitur, quae Iioc non ob- 
ftante eundcm valorem fixuni habeat. l?rimum fcilicet ope 
methodi ante traditae aflymtis valoribus 

dy=pdx; dp=zqdx; dq=zrdx] dr=:sdx; &c.' . 
differentialia altiora eliminentur , tum loco p y q y r y s^ Scc. 
valores nunc inventi fubftituantur , atque orietur. exprefHo 
priori aequalis nullum differentiale conftans involvens : quam 
transformationem exempla fequentia illuftraBunt. 

xddy ^ 

}. Sit propofita haec expreffio ■ ^ , in qua d^ pofitum 

iiX 

conftans , quae tranfmutari debeat in aliam formam nuilum 

differentiale conftans iavolventem. Ponztur dy^pdx;iip=iqdx; 

atque ut ante (270) vidimus expreffio propofita traniibit in 

hanc : qx. Nunc loco q fiibftituatur valor^ quem obtinet 

dxddy ~* dyddx 

nullo differentiali confhnti affumto q^sz . : 

• . dx^ 

xdxddy^^^xdyddx . ' .« 
atque reperietur haec ex{)reflio j^l propoutae 

aeqoaliS) 8c nullom amplius differcQtiaie eonft«a»avol^eris«' 

. II. 
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II. Sit propofita haec expreffio 'ja~ J ^^ ^^ ^ 

affumtum eft conftans . Ponatur dfz=.pdx & dp=z qdx i 

eaque tranfibit in hanc : ' — ^ ^ , ftatuatur nunc 

dy ^ dxddy .-^ dyddx 

pz=z ~ & ^= ■-i— ' — , atque mvenietur : 

dx dx ^ 

dy(dx^ ^ dy^) 

-.ji—j. 7^-7T ^^^ ^^l^ differentiali affumto conftante 

dyddx — dxddy 

aundem fixum habet valorem, quem propofita. 

yddx * xddy 

III. Sit propofita haec expreffto : "^ - ^ , ia 

qua differentiale ^ydx conftans eft affummm . Ponatur 
dyz=ipdx , atque uti fupra (270) vidimus haec . expreffio 

tranfmutatur in hanc : — i — — + — . quae nullo diffe- 

rentiali conftante affumto transformabitur in iftam : 

xdxddy — xdyddx .xdy 
dx^ dy ydx 

^ xdx dy ^ -^ ydx * dy — * yxdxddy + yxdy ddx 

~ ydx^dy 

dx^ + dy* 

IV. Sit propofita haec expreffio ^-r , in qua 

aay 

conftans affumtum eft differentiale V^ ( ^;r * + ^7 * ) . Po- 
fito dyszpdx^ & dp=iqdx , orietur haec expreffio 

(i+pp)' V % dy 

^ — ^^'^ y (loco cifato). Statuatur nunc p^zi^ ^ & 

^sA : ■ ! v-j ■ ■ /; ^ i' ^ atque nuUo afliihito diffefentiali xon- 
-'i':r . . ftan- 
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ftante naacifcemur iftam cxpreffionem , , . . . , . 

ax * day — dxdyddx 

propofitae aequivalentem * 

dxd^^y 
V. Sit propoGta haec expreffio — --p- , in qua dif-» 

nddy 

ferentiale dx conflans fit affiimtum. Ponatur 

df=spdx; dp=^qdn & dq=ird9c; 

atque ob 

ddf=:qdx^ & d^f = rdxi 

rdx * 

formula propofita abibit in hanc . Nunc loco q 8c r 

• xq 

fubftituantur valores, quos nulio differentiali conftante affiim: 

r... dxddy-^dyddx ^ 

to recipiunt fcilicet : q =: ~T^. > * 

dx^ 

dx^d^y^^ldxddxddy + ^dyddx^ — ^ dxdyd^ x 

atque obtinebitur fequens expreffio propofitae aequivalens; 

dx^d^y — ^dxddxddy + ^dyddx * ^ Jj^rifyJ^ ;y 

x{dxddy — dyddx) 

dx(d xd^y — dyd^x) » ^ddx 

x(dxddy -^ dyddx) x 

274. Si lias transformationes diligeiitius intueamur, 

metliodum eas perficiendi coUigere poterimus expeditiorem ^ 

ita ut non opus fit iitteras p y q y r ^ &c. introducere • Varii 

autem modi hoc opus abfoivendi occurrent , prout aliud at- 

que aliud difFerentiale in formula propofita conflans fiierit af- 

(umtum • Ponamus primum ia formula j»ropofita differentia- 

le dx confhns efle affiimtum ; & quia loco dy pofuimus 

dy ♦ 

pdx y rurfofque -7- loco p : difienBQtialia pnma dx & 4f^ 
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ubicunque in exprefTione occurrunt ^ ilne alteratione reliii- 

quuntur « Ubi autem occurrit ddy ^ quia eius loco fcribitUr 

dxddy — — dyddx 
qdx^ ^ & porro loco q valor ■ ^, tranfinutatio 

dxddy^^^dyddx 
abfoivetur, fi ubique loco ddy ftatim ponatur -— ^ 

dyddx 
feu ddy — — -j — . Si infuper in expreffione 'propofifa 
dx 

occurrat d^y , quia eius loco ponitur rdx^ ^ ob valorem 

ipfius r ante inventum, ubique loco d^y fcribi debebit 

S^^^ ^^f i jdydd x* dyd^x 

tjuo fa£lo expreffio propofita tranfinutabitur in aliam , quae 
nullum differtntiale conflans involvit . Sic fi proponatur 

(dx^ + dy^y 
ifta expreffio - — . ■ , in qua dx pofitum eft conflans^ 
dxddy 

«i aequalis erit- pofito ddy---^^'-^ loco ddf , haec nul- 

lum differentiale conftans ifavolvens : -7-^r r^"^- 

dxddy — dydi^x 

275. Hinc facile colligitur , fi in expreffione qua^ 

piam propofita affumtum fuerit differentiale dy conftans , 

dxddy 

tum ubique loco ddx fcribi debere ddx ,^ , & loco 

dy 

j. u j^ Z^dxddf idxddy^ dxd^y ^ .. 

d^x hoc d^x — ^-- — :i-|.-2 C . — ^. ut obti. 

dy dy^ dy 

jncatur expreffio aequivalens, in qua nullum differeutiale con- 
ftans ponatur . Sin autem in expreffione propofita conftans 

iuerit affumtum ydx^ qtionlain fit ddx:=z — ^-^, & 

y 

ddy 
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ddy^qdx* — ^ ; loco ddx ubique fcribi ^debebit 

— — ^, & loco ddy ubique ddy — -~ -^ : ad al- 

y dx y 

tiora difierentialia , quia iu hoc n^otio rariflime occurrere 

folent , non progredior. Quod fi vero in expreffione pro- 

pofita hoc differentiale /(</** + <(y*) affumtum fuerit con- 

pqdx * 9^^ * 

llans, quia invenimus ddxs=s—^i-^, & ddy^-^, — : 

pro ddx ubique fcribi debet -^ — -; ; — r-- & loco 

*^ ^ dx^ + dy' 

ddy ubique vajTTT * ^^^ ^ propofita fuerit 

dvV(dx*+dy*) 
expreffio' ^ ^ jj ~, in qua V(</Af» + <//») af- 
ddx 

fumtum flt conflans , ea tranfinutabltur in hanc : 

'rr-r: 7-77- > ^^ ^^ nullum differentiale conftans affu* 

cyddK — dxddy 

mitur . 

2^6. Quo iftae reduftiones lacilius ad. ufum accommoda- 

ri queant , eas in fequenti tabella complefti vifum eft . 

Formula igitur differentialis ahioris gradus in aliarh nul- 

lum differentiale cortfians involventem tranfmutabttur opc 

fubjiitutionum fequentium : 

I. Si differentiale d^^ fiierit conftans affumtum 

fcribatur , 

. , dyddK 
ddy — 



loco 
ddy 

d^y 



d9C 

. ^ddxJdy ^dyddx^ dyd^a 



n. 
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If. Si dlifdrentlale dy fiierit confiaos aflamtaBi 
icribatur 
dKddjf 



m 



loco 
ddx 



d^x 



ddn^-^ 



dy 



, j iddMy ^dkddy * dad^y 



dy ' dy* dy 

III. Si differentiale ydx fuerit coBflaos afltumuot 

icribatur. 
dxdy 



k>GO 



ddy 
d^x 

iiy 



dx y 

dyddx\ dxddy sdxdy* 
. — f^ 

. y y yy 

Ji zddxddy , ^dyddx' dyd^» 4dyddy 
dx dx* d». y 



4dy'ddtt^dy» 

ydn yy 

IVt Si differentiale V(dx* -^dy*) fiierit conftans aflumtum . 
fcribatur 
dy*ddx^dxdyddy 



Ipco 
ddx 



d^y 



dx^ + dy* 
dx*ddy — dxdyddx 



dx*i-dy* 

dy*d^x — dxdfd^f 

dx* + dy* 
j_ ( dxddy — dyddx ) ( jdy * ddy —></»» ddy ^^dxdyddx ) 
"^ {dx^fdy^y 

dx^d^y -—rdx dyd^x 

dx*-hdy 

, (dyddx-^dxddyyC jdx' ddx-^ dy* ddn ^ ^dxdyddy ) 
■*" idx*+dy*y \ 

Bb 277. 
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277 • ^ Exprcfllones ergoiflae, quae nullum differentiale 
conftans includunt, ita erunt comparatae, ut pro lubitu cjuod- 
vis differentiale conilans affumi queat. Hincque exprefljones 
differentiales altiorum graduum, in quibu^ uullum differentia- 
le conftans affumtum. perhibetur, examinari poffunt, utrum 
(ignificatio earum 'fit vaga an fixa • Fonatur enim pro lubitu 
quodpiam differentiale puta dx conftans , tum per regulam §• 
praeced. 'priorem Teducatur cxpreffio iterum ad formdm^ in 
qua nuUum differentiale conftans fit affumtum , quae fi cum 
propofita conveniat , ea erit fixa , neque ab inconftantia difie- 
rentialium fecundorum pendebit : fin autem expreffio prodeat 
diveria, tum propofita vagam habet fignificationem, Sic fi po- 
natur haec txpreGio yJdx — xddy yin qua nullum differcntia- 
le pofimm fit conflans; ad . invefligandum , utrum ^gnificatio- 
nem fixam habeat an vagam, ponatnr dx conOans, eaqu&abi» 
bit in— [WJy; nunc per regulam primam §. pracced. loco 

jj jj. dyddx xdyddx 
ddy ponatur , ddy ^^~: — *ac j)rodibit ^ xddy -f — ^ ^ 

cuius a propofita difcrepantfia indicat, propofitam expreffio- 

.nem fixam Itatamque fignificationem non habere. 

.278. Simili modo fi proponatui- expreffio gcneralis hu- 

iufinodi Pddx-j-Qdxdy-i-Kddy , conditio definiri poterit , ^fub 

qua ea nullo differentiaii confiante affumto valorem fixum 

habcat. Ponatur enim dx conflans^ atquc exprefldo propofita 

abibit in hanc Qdxdy^Kddy : nunc haec itenun transforme- 

tur in aliam formam y ut eius fignificatus idem mancac^ 

etiamfi nullum differentiale conflans fingatur , ficque prodibit 

Rdy^dx 
Qdxdy + Kddy^^—^ — ^ quae forma cuni propbfita con- 

gruet, fi fiiefit Pdx+^dyzzo; hocque folo cafu valor cius 

erit fixus. Verum fi noa feerlt P k=: *^ — 1 feu R = — — 

dx dy ^ 

tum expreffio propofita^ Pi/i/;^ +;QJ;c^ -f- RJ^ valorcm fi- 



L 
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xum noa habebir, fed eius fignificatio erit vaga atque diver- 
fe-, prout ajiud atquealiud dMTerentiale conftans affumitur. .V 
zysi* Ex his- principiis etiam fecileerit expreffionenat 
differentialem, in qua quodpiam differehtiale conftans eft pofi- 
tum, tcannEnutare\ in aiiam formam^ in qua aliud differentiaie 
eonftans . affumatur . Reducatur •enim.i prirtwm -ad eiofnwdi fbrs 
mam^, quae nullum^ differentiale conftans involvat, quo fa£lo 
illud alterum differentiale conftans^ponatur.. Sic fi ia exprei^ 
fione propoftta dlffei^htialc *«/3tf'^ainimtum fit conftans, eaque 
tranfhiutanda fit; icu aliam^^, quae differentiale: ^.. conftans ini* 
piicet : in formulis ihpra loco ddy 8c d^y fubftituendis ob 
dy conftans ponatur ddy^=^o ^ d^=i'oj^ acque . quaeftta fetit- 

fiet ,. fi loco JJf f«bftitua«r - ^ & ^^li - t^i' 



d.x. dx* dx 

(dx^-hdy^) 



loco dH .: Hbc modo ifhi formula - , , , ,., 

dxddy 

ia qoa dx pofitimL eft couflans , traufmutabltur in hauc. 

(d)t* + dy^)f 
-^ — * ■) in <f33L dy ponitur conflahs. 

280. St- contra formula , in <ja3, df conftins eft po- 

fitum y tranfinutari debeat .in. aliam ; in qua dx fit con* 

'■'• dxddy 

ftans , tum loco dM' fubftitui debet^ — — •— & locO' 

dy 

ididdy* ditd^y 

d^it haec exprefllb ■ . ■ ~r ; — . Simili modo 

^ dy*. dr 

fi formula , in qua ^(dti^^+dy*) pofitum eft confhns,, 

tianfmutari debeat in aliam , in qua dfc fit conftans ,.tum 

,. .. dxdyddy „ dx*ddy . 

loeo ddx fcribatur ..^ . „ . & . , . . , loco 

dx^-f-ay* dx* •f' dy* • 

ddy . At d formula , qua dx confhos eft alTumtQm , tranf^ 

Bb 2 mu- 
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mutari debeat va aliam , in qua V{d»t' + dy^.) fit conftatu , 

quia ob iht* + is^' -«onfuiDS nt dxddit 4* dyddy^ezio^ 

dvddy 
& ddxtssi^ -^■—' ^ -hoc valore loco </</« aflumto , 

pro </<s|y fcribi debebit </</y+ ^ ^^ «= ^ - ^ ^ 



Sic haec formiila 



{dtt^-^dy^^' 
dttddy 



y in qua ^x cft con* 



ilans , txanfinutabitur in aiiam , in qua V( dit^ -^-dy^) po- 

„ r . dxyr jdtt^-^-dy ^) 
aitur cooftans , quae erit — ' , , — ^ 




^ oir;;vp« 



ft*tii^*^i * ( 



CA- 
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C A P U T IX. 

DE J E Q U A TIO N I B U S 
DIFFERENTIALIBUS 

281. 



n hoc Capite imprimls eft propofitum earum fun£lionun$ 
ipfius M, quae non expiicite, fei implicite per aequationem^ 

2ua rclatio funftionis iftius y 2A 9c continetur, definiuntur, 
ifTerentiationem explicare : quo fa£lo naturam aequationum 
difierentialium in genere perpendemus^ & quemadmodum ex 
aeqc^tionibus finitis oriantur, oftendemus. Cum enim in caI-> 
cuio int^rali fummum negotium confiftat in integrationtt 
aequationum diiferentialium ^ feu in inventione eiufmodi ae-» 
quationum finitarum^ qua cum differentiaiibus conveniant; 
neceffe eft, ut hoc loco indolem ac proprietates aequationum 
differentialium , quae ex earum origine fequuntur, diligentius 
fcrutemur, ficque viam ad calculum integralem praeparemus^ 
282, Ut igitur hoc begotium abfolvamps^ fit y funflio 
eiufmodi ipfius h^ quae per hanc aequationem quadratam 
^^ + Py + Q^=:6 denniatur* Cum ergo haec expreffio 
;/;^ + Py+Q fit zr o 3 quicquid x figplficet, nlhilo quoque ae- 
qualls erit , fi loco 96 fcribatur x^dxy quo cafu y abit in 
y-^-dy. Fa£la autem hac fubftltutione , fi a quantitate refuitante 
fubtrahatur prior ^^+P>+Q.5remanebit eius differentiale , quod 
propterea -quoque erits=;o. Hinc patet fi expreffio quae« 
.cunque fuerit^o, eius etiam differentlale fore aequale o; 
atque fi' duae quaecunque expreifiones inter fe fuerint aequales 
earum quoque differentialia • fore aequalia • Cunfi igitur fit 
/> + P>+Q.= 0) erlt quoque 

: . 2/^/ + P^y +j^i/P + ^(^=; o 
.u ; qula 
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quia vero P & Q^ funt funfliones ipiius x y eanim difrereo- 
tialia huiuffnodi fermam hebebunt, 

dP=pdxy & dQ^=qdx; 
unde fiet 

2ydy + Pdf -{-ypdx + qdx = Q 

^/ — yp—"^ 

cx qua oritur — = — -^"T^^ - 
^ dx 2/ + P 

283. Quemadmodum ei^o aequatio fioita yy + Py + Q^=o 

exponit relatiooem inter / & « , ita aequatio difrereatiaiis 

exprimit relationem feu rationem , quani 1/^ tenet.ad dx^.^ 

Quoniam vero eft — =: — ^-rr ^ h^ ^atio dy : dx co- 
^ dx ly^P ^ ^ 

gnofci non poteft , nifi ip(a funftio ^ fit cognita* : neque ve- 

ro res aliter fe habere poteft; cum enim ex aequatione fini* 

ta y geminum obtineat valorem , uterque fiium peculiare ha- 

bebit difTerentiaie , & utriufque differentiaie reperietur^ prouti 

hic. vel iUe vaior in expreflione — ir/ ^^^ / fiibftitua- 

tur • Simili modo funftio / per aeqjiationem cubicam defi- 

dy 
niatur, valor fun£lionis — erit tripiex; triplici (cilicet ipfius 

dx 

y vaiori refpondens • Si in aequatione propofita finita y qua- 

dy 
tuor piur^fve habeat dimenfiones, ncceffe eft ut -p totidem 

dx 

fignificationes fbrtiatur. 

284. Interim tamen ipfa fun^io y ex aequatione eli- 

minari poterit , cum duae habeantur aequationes y continen- 

tes , finita fciiicet & differentiaiis : tum autem eius differen- 

tiaie dy ad totidem dimenfiones affurget , quot ante liabuerat 

y , ficque ifta* aequatio ohines diverfas rationes ipfius dy ad 

dn fimul compie£letur • Sumamus praecedens exempium aequa- 

tionis j'/ + Py + Q^=; o , cuius differentialis cft t 
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ex qua fit jf » — ,^ , p qui valor loco / in priori a«- 

quatione fubftitutus dabit: - 

(4Q-PP)4y' + (4Q^-PPyp^j, + q^«-P</P</Q+^q.==o, 

cuius radices lunt : 

,^=^.,P+<i££zi21 

^ . -y(PP--4Q) 

quae fuat bina dlflerentialia binorum ipfius y valorum ex 
aequatione fini» : y=z^Lp±i^ (pp — ^n) . 

285, Invento valore ipfius jy per repetitam differen- 
tiationem reperietur valor ipfius Jdy, porroque ipforumd^fy 
d^y y &C. qui autem, cum determinati non fint, nifi aliquod 
differentiale primum conftans fiatuatur ; ponamus commodita- 
tis ergo dx conftans, atque ad hoc oftendendum fiunamus 
hoc exemplum y^+x^^iaxj^^ unde per differentiationem 
oritur ^jydyj-^xxdxznsaxdyi-^aydx, hincque 
dy af—~xx 

7-= ) fumantur denuo differentialia 'pofito dx conftaa* 

" yy~^ax * 

te atque invenietur 

HL^ — ayyd y —« aaxdy +2x xydy -^ ix/ ydx + a aydx + atutdtt 
dx - ^yy^a^y - 

fiibftituatur loco dy eius valor modo inventus^ ^"^^ 

yy^ax ^ 
atque divifione per dx fa6la lubebitur 

^ -_ (^ — ^) (^^y — ^/y — *ax) axx + aay — zxyy 
dx* (^y^axY "*" (yy^axY 
- dd^ 6axxfjf ^ 2x*y — 2xy* — la^ xy, 
dx* (yy~-axy 
2a^$^ 

" "" (y/^/w)' 

cum 
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cum ex aequatione finita fit 2**y + 2xj^*=Jtf^*^^jy- hocque 
modo ope aequationis finitae hi valores in innumeras formas 
tranfmutari poifunt. 

285. Aequatio etiam differentialis prima infinitis modis 
poteft variari, dum cum aequatione finita permifcetur. Sic 
cum exemplo praecedentc inventa effet aequatio difTerentialis 

y}fdy + xxdx = axdy + aydn , 
fi ea multiplicetur per / , orietur 

y^d^ + xxydx = axydy + ayydx , 
in qua fi loco jr^ fubftituatur eius valor ^axy^9c^ on^ 
tur haec aequatio nova 

laxydy — *V/ + xxydx e=s ayydx; 
cuae denuo per y multiplicata , poftquam loco y ^ eius valor 
luerit fubftitutus, praebebit 

2axy^dy — x^ydj^ + xxyydx = ^aaxydx --• ax^^dx • 
Generaliter autem fi P, Q, R denotent fimftiones ^uafcun- 
que ipiarum x 8c y ^ fi aequatio difTerentiaiis multiplicetur 
per P, erit 

Py^ydy + Vxxdx = aPxdy + aVydx . 

Tum cum fit x'^^ +^3 — ^axy^o, erit quoque 

(x^-^ylSaxy) (Qdx -^ Kdy) zzz o ^ 

quae aequationes invicem additae dabuht aequationem differen- 

tialem generalem ex propofita aequatione finita natam 

Pyydy — aPxdy + R;^ '^ + Ky^dy — ^aKxydj^ + 
Vxxdx — aPydx 4^ Qx^dx-^Q^^dx^ ^aQxydx = o. 
287. Poffunt vero etiam per ipfam differentiationem 
infinitae aequationes differentiales ex eadem aequatione finita 
inveniri , dum ea , antequam differentietur , per quantitatem 
Guamcunque aut multiplicatur aut dividitur. Sic fi P fuerit 
Tunftio ^uaecunque ipfarum x 8c y y ut Cit dV^szpdx-^qdjf^ 
fi aequatio finita per P multiplicetur, atque tum demum dif» 
ferentietur, obtinebitur aequatio differentialis generalis, quae 
infinitas formas diverfas induet, prouti pro P aliae atque aliae 

fun- 
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funfliones aflumuntur. Tum vero multiplicitas adhuc in infi- 
nitura augebitur, fi- ad hanc aequationem differentialem in- 
rentam^ addatur ipfa aequatio finita per huinfmodi formulam 
Qd^-i-BJj^ multiplicata-, uhi pro Q^ & R fun6liones quaf- 
cunque ipferum ^ , & y affuniere licet.. Quanquam autem in. 
his omnibus aequationibus relatio inter dj^ 8c d^y quam diife- 
rentiale funftionis y aequatione finita per 9c determinatae ad: 
Jx tenet, compr<2henditur; tamen plerumque multo iatius pa- 
tent y & differentiale ipfius y per aiias aequationes finitas de* 
terminati exprimit i cuius rei ratio. ia caicuio integrali potif- 
fimum expiicabitur. 

28i. Non folum autem ex eadem aequatione finita 
iahumeiabiles aequariones differentiales deduci poffunt, fed 
etiam plures imo infinitae exhiberi poffunt aequationes fini- 
tae, quae ad eaftlem- aequationes differentiales deducantur. Sic 
tae duae aequationes fj^'=.ax'{-ab & yyzziax omniho 
funt diverfae , duni in .priori quaecunque quaatitas conftans 
ia locum ipfius b collocatur. Interim tamen hae ambae ae- 
iquationes differentiatae eandem dant aequationem differentia- 
lem ^ydy — adx\ quin etiam omnes aequationes in hac forma 
yy^-ax contentae., quicunque valor ipfi a tribuatur, in una 
Siequatione differ^ntrali , in qua a non infit , comprehendi 

poffunt.. ^Dividatur enim aequatio illa per x ut fit — =5. 4 , 

haficque differfentiata dabit ixdy — ydx = o . Poffunt quoque 
aequatioiies tranfcendentes & algebraicae ad eandem aequatio- 
nem differentialem perduci , uti fit in ifHs^ aequationibus 

yy-^axs=zo & /j^ — ^* s= bbe ^ , 

9C 

fi enlm utraque per ^ « dividatur , ut habeantur iftae aequa- 

SC X 

tiones: *"*~(jfy— 4*)=:o & e ^ (yy^ ax) :=i bb y 
ex utrittfque difierentiatione orietor eadem difierentialis 

Cc 2y 
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zydy — adx — ^ f- xdx = o . 

a 

28p. Ratio hulus diverntatis in hoc conriftit, quod 

quantitatis conftantis difTerentiale iit=o. Quodfi ei^o aequa- 

tio finita ad eiufhiodi formam reducatur^^ ut quantitas quae- 

piam confhms fola adfit^ neque per variabiles vel multiplice- 

tur vel dividatur; tum per difFerentiationeni eruetur aequatio, 

in qua illa quantitas conflans prorfus non adfit. Hoc niodo 

quaetibet quantitas conflans, quae in aequationem finitam in- 

greditur, per difFercntiationem toUi potefl. Sic fi propofita 

fuQrit aequatio x^ -{- y^^s=z ^axy ; fi ea per a^ dividatur ut 

habe^tur — ^ — » — =; ^a , Iiaec aequatio differentiata dabit : 

zx^^ydx + zxy^dy ^^ x^^dy—y^dx =^0:, 

quam conflans a amplius non ingreditur . 

2jpo. Si plures ouantitates x:onflantes, quae in aequatio* 

ne finita infunt, tolli debeant, id fiet per difFerentiationem 

bis pluriefve rcpetitara; ficque tandem obtinebuntur aequatio- 

nes difierentiales altiorum graduum iis coqftantibus prorfus 

carentes. Sit propofita haec aequatio y/zzLmaa — nxxy ex 

qua per difTerentiationem conflantes maa Sa n tolli debeant^ 

Prima quidem tolletur prima difTerentiatione , unde fit 

ydy 
ydy^nxdxzno^ hinc porro formetur aequatio "^— *+»=:o^ 

xax 

quae fumto dn conflante , per differemiationem d^bit : 

xfddy + ^dy ' — ydxdy^zo, , 

quae etfi nuUam conflantem compIe6litur , tamen omnes ae- 

quationes in h^f: foxmd, yy^maa^nfcx contentas, quicunque 

valores litteris m y n 8c aa tribjiantur , in fe aeque comprehendit. 

2j?i. Non folum vero ijuantitates coqflantes, quae in 

aequationem finitam ingrediuntur , per difFerentiationem tolli 

poflTunt 5 fed etiap> altera variabilis , eius f^ijicet ^ cuiuj difFcr 

lentiale conjftans aifiunitur, pq; differenuaiioecw ^Uiuinari 

po. 
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poterit . Ex aequatione enim ihter ^ & jr propofita qaaeratur 
valor 9c^ ut fit x=Y dedotante Y funftionem ipfius /; erit- 
que iix^:rzdY y & fumto d^ conftante^ fiet differentiando 
K>:=zddY. Sin autem fuorit xx + njff+^isY, fiet ter difie- 
tentiando o^d^Y ^ & aequatio sc^-^-axH-^bx^jrc^^X quater 
differentiata dat ozizd^Y. Quanquam autem in his aequatio- 
nibus una tantum variabilis ineffe videtur, quae propterea 
variabilis effe ceffaret , dum. unica variabilis in nulla aequa*^ 
tione adeffe poteft; tanien quia dififerentiale dsi confkns eft. 
affumtum., eiufque ratio. in aequatione haberi debet, revera; 
in aequationem ingredi cenfendum eft. Hinc mirandum uon- 
eft, fi iaepius aequationes differentiaies fecundi altiorifve gra- 
ilus occurrant, in quibus unica tantum.variabilisineflevideatur*^ 
2p2. Praecipue autem. notandum eft , per differentiatio* 
nem quantitates irrationales ac tranfcendentes ex aequatione 
tolii pofle • Quod quidem ad irrationales attinet , quoniam 
]jer reduftiones cognitas irrationalitas eliminari poteft, hoc 
iafto , per differentiationem aequatio obtinetur ab irrationali- 
tate libera. Verum hoc. faepenumero commodius fine ifta re- 
duftione fieri poteft, dum per comparationem aequationis 
differentiaiis cum finita formula irrationalis, fi una tantum 
infit, eliminari poteft.. Sin autem duae plurefve partes irra- 
tionales in aequatione finita contineantur y tum eius aequatio 
differentialis denuo differentietur , ficque aequationes differen- 
tiales altiorum graduum tot quaerantur, quot requiruntur. ad 
fingulas partes irrationales eliminandas. Hoc modo etiam ex- 
ponentes indefiniti pariter atque fratli tolli poterunt; Uti fi 
Iberit y^ ^=z {aa -^ xx)^' y poft diflferemiationem habebitur 
my^—^dy=z — 2n(aa —'xx)^^^ xdx y 

^ . ,* T j ^^y inxdx 

quae per finitam diviia ^ dat — ^ =- , m qua 

y aa — xx 

nulkis amplius exponens indefinitus occurrit. Hinc ergo patet 

aequatioDem differentialem ab omni irrationalitate liberam 

Cc 2 or- 
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ortam effe pofTe ex aequatione finita irrationali y atque adeo 
quantitates tranfcendentes involvente« 

25^3« Ut autem intelligatur^ quomodo per diiTeremia- 
tionem quantitates tranfcendentes eliminentur, incipiamus a 
logarithmis, quorum differentialia cum fint algebraica^ nego* 
tium fme difficuitate abiblvetur . Sit enim jf = xlx : crit 

'^:=:lx. unde differentiando fit — = — -. ideo- 

que xdy^fdx^xJx. Si bini infint logarithmi dflplici 

difTerentiatione erit opus : fit enim j^lx^xly; erit 2^z=zly^ 

« ,.^ . ., xdylx-^-ydx — ydxlx dy 

& dmerentiando , — ^ — =-^ j 6oc qua con* 

XX y 

xxdv ^ ' yv^x 

cluditur fore /* = — 7 ——r- . Haec aequatio iam iterum 

yxdy — yydx 

difTerentietur poiito i/x conftante, atque prodibit 
dx xxddjf + zxdxd y —^ lydxdy 
X f/xdy — yydx 

^ { yydx — xxdy ) { yxddy + xdy* ydxd y) j-^^ . ^ --. 

{yxdy — yydx)* x 

y^ xdxddy '-^yyxxdxddf> + '^yxxd xdf —'y^xdxdy^ -^y^dx^d^ — 2xyydx*dy — x^dy^ 

(yxdy^yydx)* . ♦ 

quae redufta dabit : 

/ 3 itdxddy — yyxxdxddy + ^yxxdxdy * •— ixyydxdy » 

y*dx^ 
+ Sy^dtf' dy — ^xyydx^dy •*— ;? Mj»»— < = o 

feu ■ yyxxiy — x)dxddy + ^xdxdy(xxdy +yydx) 
•^iyyxxdxdy (dx + dy):=ix*dy^ ^y^dx ' . 
, ip4. Quantitates exponentiaies ex aequatione eodem 

modo , quo logaritlimi per differentiationcm toDuntur. Si 
cnira huiufinodi propofita fuerit P=:VQ., tibi P & Q fun- 

ftio- 
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£tioHes quafcunque jpfaram « & > denotent * 6a- aequatio. 
tranfinutari poterit in hanc logaritJimicam /P==Q; cuius dif- 

ferentialis eft ~ =srfQ^' ieU" ^P=r.P^q. Nequ? obftat, fi 

quantitates exponentiales m^is fuerint coiiiiplicatae, tum enim 
£1 una differentiatio non jufficit, duabuspluribufve negotium 
abfolvetur. . .. . ; 

c^ J^ ^— » 
!• Sit j^ =3 — ^ ; multiplicetur huius fraflionis nu- 



(?' — ^■"' 



jtierator ac denominator per e** eritque y ^ ^- ~ — unde fit* 

. dy dy 

euius differentiale eft dx^-^ ^—- — = — ^ . 

yf—i t-^yf 

' e*-f-^'^ - . . . "^ 

II. Sit jr = / , fiet per primamd^erentiatio^ 

tiem dys=s>i ^ — , feu -f-=r ; — * -Gtque 

^x-^^dy' dx—^dy' 

^axD.xo ergo i/Jir conftante erit 

dxddy 
dx:zz-^^ — 7— ieu dx* ^ddyh-dy* , 
dx^^-^.dy* ■ ' f /^ , 

2p5. Simfli modo quantitates tranfcendenies a circulo 

pendentes ex ae^uatibne ope differentiationis tollentur, uti 

ex liis exemplis. mtelligetur. 1.. . :. • 

I. Sit jr = 4A fin — ; erit dy s= 



\ ». 



yriaa-rxf^) 



n. Sit yssrfcof^: crit - = cofi. ji.^ ^, • 



/ 
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a XX X 

cof- = - ; erit fin -i = — ^ ^^ ; 

X a X a 

quo valore rubftltuto habebitur 

dy {ydx — xdy) V {aa — yy) 

a axx^ 

feu xxdy=.{ydx — xdy)y/ {aa — yy) 

III. Sit , / = w fm jf + » cof * , erit poft difFerentiatio- 
neni primam dyssmdxcofx-^ndxfmx: quae denuo dif- 
ferentiata pofito </« conflante dabit 

ddy = — mdx *fmx — ndx^cofx , 

haec autem per primam divifa dat 

ddy 

— = —</*» feu ddy-^ydx*ssOy 

ex qua non folum finus & cofinus, fed etiam conflantes m 
& » evanuerudt. 

IV. Sit y = fin Ix ; erit A fin/ = /<v , unde per dif- 

lerentiatlonem fit =s — ; quae fumtis quadra- 

tis dat xxdy^ =±</** — yydx* ^ haecque pofito dx conflan- 
te ultcrius differCQtiata praebet, 

ixxdyddy 4- ^xdxdy ' es — . zydx ' dy 
feu xifddy -f- xdxdy + ydx * =a= o . 

V. Sit *ys=iae"" fmnxy erit dijlerentiando 

dy^mae"" dxfmnx-hnae'"' dxcotnx y 
quae per propofitan» diviia dat 

</y ndxcoCnx j . , 

— =5 max -i =2 mdx + ndx cotnx . 

y \mnx . 

_ . ' ^ dy m\ t ■ ' 

Erit ergo A cot I — j- • — j =s i»x . Quae aequatio pofito 

dx conibmte difierentiata datr ^ - 

ndn 



ndx-^z 
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ndxdf ^ — nydxddy 



mmyydx * + nnyydx * — imydxdy 

feu ( mm + nn}yydx * — imydxdy = 1/;' * — yddy • 
Perfpicuum igitur eft^ etiamfi in aequatione differentiali nul- 
lae quantitates tranfcenden tes infint, eam tamen ex aequatio- 
ne finita oriri potuifle, quae a quantitatibus tranfcendentibus 
utcunque fit affe^^a. 

2p6. Quoniam igitur aequationes difTerentiales five pri- 
mi five altioris gradus, quae duas variabiles x 8c y cgnti- 
nent y ex aequationibus finitis oriuntur ; iis etiam relatio in- 
ter binas iflas variabiles exprimitur. Propofita fcilicet aequa- 
tione differentiali quacunque binas variabiles x 8c y comple- 
£lente , ea (ignificatur certa quaedam relatio iuter x 8c y^ 
qua y fit fun6lio quaedam ipftus x. Hinc natura aequationis 
differentialis perfpicitur, fi loco y ea ipfius pc fun£tio affignari 
poterit, quae per aequationem illam indicatur; feu quae fit 
ita comparata , ut fi ea ubique loco y y eiufque differentiale 
loco dy^ atque eius altiora difierentialia loco ddy ^ d^y^ &c« 
fubflituafltur , aequatio refultet identica. In huius autem hs> 
£lionis inveftigatione verfatur calculus integralis, cuius finis 
eo tendit, ut propofita aequatione difierentiali quacunque^ 
fun6lio illa ipfius h , cui altera variabilis / efl aequalis , defi- 
niatur; feu quod eodem redit^ ut aequatio finita inveniatur^ 
qua relatio inter x & / contineatur. 

25^7. Si exempii gratia proponatur acquatio haec 

%ydy — adx ~- ■ + xdx «= o 
n 

ad quam fupra §.288 pervenimus, eiufmodi relatio in- 

XtT X ic, y ea definitur^ quae fimul hac acquatione fiitita 

yy — ax^bbc^ continetur, Cum igitur hinc fit 

yy=:ax + bbff^y patet V{ax + bbc^)cssy 

eam 
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cam efTe fiiiiflionem ipfius *, cui variabiiis y vi propo- 
fiue aequatioais differeiitialis fi,t aequaiis. Namque fi in 

aequatione loco yy , hunc valorem ax + bbe ^ & loco 

bb ^ 

lydy eius differentiale adx H c^ dx fubftituamus , orie- 

-^ "^ a 

tur aequatio . identica : 

hb — hb — 
adx H c^ dx -^ adx — xdx c ^ dx -h" xix = o » 

a a 

Sicque patet omnem aequationem differentialem aeque ac fini* 
tam certam relationem inter variabiles x 8c y exhibere , 
^uae autem fine fubfidio calculi integralis reperiri nequeat. 

2p8. Quo haec fecilius intelligantur , ponamus cogni- 
tam effe eam funftionem ipfius m , quae ipfi y vi cuiufcunque 
aequationis differentiaiis five primi fivc altioris gradus, con- 
:veniat/ fitque 

. . dy=:pdx; dpTZqdx; i/^=r^x;-&c» 
-atque fi in aequatione differentiale dx affumtum fit ^onflans ^ 
erit ddy^qdx' ^ d'y=rdx\^ &c qui valores poflquam in 
.aequatione cruht fubftituti , ob omnes eius terminos homoge- 
-neos, diflferentialia dx per divifionem evanefcent , 'Orieturquc 
.aequatio finicas tantum quantitates «f , /, pj q^ r, &c. com- 
ple6lens . Cum igitur fmt p '^ q ^ r y &c quantitates a natura 
iiintlionis y pendentes^ aequatio revera tantum inter duas va- 
riabiles x 8c y fubfiflet ; ficquc viciffim conflat , omni aequa- 
tione differentiali certam quandam rehttonem inter variabiles 
X 8c }^ determinari . Quamobrem fi in folutionc cuiufvis pro^ 
bl^atis ad aequationem differentialem inter x 8c y pervenia- 
tur, per eam aeque rclatio inter x &yexprimi ceufenda efl, 
ac fi ad acquationem finitam effet perventum. 

2pp. Hoc igitur modo acquatio quaevis difJerentialis 
ita ad formam finitam reduci poteft, ut in ea nonnifi quanti- 

tates 
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tates finitae^ contlrieantur, difFerentialia autem feu ihfinate par*- 
va prorfus exccdant . Cum eaiin. fit y certa fan6lio. ipfius x , 
fi ponatur 

dy=^^x*; dp=:qJx; dtf-^zrdx; &c. 
quodcunquc diiferentiale fuerit conftans acceptum, differentia- 
.tia: fecunda & altiora per poteflates ipfius d^ exprimentur , 
^uae deinceps. per divifionem. penitus toUeatur - Ut fi propo^ 
neretur haee aequatio 

scj^d^j^^xffdyddy-i-f^dxddjt^xfdx^ s=o 
in. ^ d;K ponitur conikns ; ia6lo 

dy=pd9^^ dp=zqdx ^ & dqz:ziftdx.y, 

.ea abibit in 

xj^r^xxpq+yyq—^xyzzzo-y. 

poftquam fcilicet tota aequatio per dx'^ eft divifa. Haecqu^ 

aequatio finita relationerii uiter x 8c. y determinat. . 

300. Omnes ergo aequationes differentiales^ cuiufcunque 
fint ordinis y his fubftitutionibus 

dy=pdx; dp=:qdx.; dq=^rdx; &c.r 
ad: meras quantitates finitas reducuatur* Atque fi aequatio* dif» 
ferentialis fuerit primi ordiais^ ita ut dif&rentialia prima eam 
tantum ingrediantur , per iftam reduflionem praeter variabiles 
y 8c X infoper quantitas^ introducetur . Sin autem aequatio 
diflferentialis fiierit fecundi ordinis continens differentialia fe- 
cunda, praeterea quantitas ^; ac, fi fuerit differentialis tertii 
ordinis, introducetur infuper quantitas r^ ficque porro . Quo- 
niam igitur hoc modo differentialia prorfus ex calculo exter- 
mmantur, ratio illa differentialis conftantiis penitusceffat; ne- 
queamplius, etiamfr infint quantitates ^, r, ex differentiali- 
bus fecundiy oriundae , opus erit indicare , an quodpiam diffe- 
rentiale conftaris fit afmmtum. Perinde enim eft, utrum in 
evOlutione aliquod differentiaie pro lubitu conftans ftatuatur , 
an nullum. 

301« Si igitur ae<^uatio differentialis fecundi vel altio- 
ris grailus proponatur^ m qua nuUum differentiale primum 

Dd con- 
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conftans efle affumtum perhibetur, hoc modo ftatim explorari 
poterit) utrum ea determinatam relationem inter variabiles x 
& / contineat, nec ne. Quia enim nullum difierentiale con- 
ftans afTumitur^ in arbitrio noftro relinquitur, quodnam dif* 
ferentiale conftans ponere velimus-; hinojue tantum eritdifpi- 
ciendum, utrum diverOs ^ifierentialibus conflantibus pofitis 
aequatio eandem relationem inter m ic y exhibeat. Quodfi 
uon eveniat, certum eft (Ignum^ aequationem nullam deter- 
minatam relationem exprimere, ideoque in foiutione nullius 
problematis locum habere pofle. Tutiflimus autem modus fi- 
niulque facillimus hoc expiorandi erit is ipfe, quem fupra in 
fmiili negotio pro expreflfionibus differentialibus altiorum or- 
dinum , num nxos habcant fignificatus ^ dignofcendis tradi- 
dimus. 

302. Propofrta ergo huiufinodi aequatione dlfferentiali 
fecundi altiorifve ordinis^ in qua nullum differentiale conftans 
fit pofitum, ftatuatur differentiaie dx conftans; deinde haec 
aequatio , uti fupra de expreffionibus differentiaiibus oftendi- 
mus , iterum reducatur ad eiufmodi formam , quae nulium 
difierentiale conftans fupponat^ ftatuendo fciiicet 

ddy ^ — loco ddy i 

dx 

iddxddy , ^dyddx^ dyd^x , 

^ dx dx^ dx ^^ 

Quo fa£lo difpiciatur^ utrum aequatio hoc modo refiiltans 
conveniat cum aequatione propofita; quod fi eveniat^ aequa*. 
tio propofiu determinatam relationem inter n li^ y comple* 
£letur ; fin autem fecus accidat , aequatio $rit vaga^ neque 
definitam rationem inter variabiies ^ & / exprimet : quemad* 
modum hoc iam ante fufius eft demonftratum. 

^j. Sit, quo hoc jplenius explicetur, haec aequatio 
propofita. quae nullo dlflerentiali conftante pofito reperta 
clfe perhioeatur. 



Fanatur dx conflaas , atque ea tmfibit in hanc : - 

Qdtif + BJx*-hSdfcd/ + Tdy'==ro, 
Ex hac nunc iteram cohfiJeratio differeatiaiis conftanx^ exiia» 
tur.^.raodo- aat^^praelcripto,, &: obtinebitjur.: ... 

^'^9i^^^Q^Jdy^K^»*>^Sdxdy^T-d/^s=i'0^ : 

^oae y «poniani a. propofita taotiHiu nttioae primi tedrmmi dif- 

Od/ ■ ! 

crepat ,. videhdutii eft., utrumfit F=3^ ^ — .Quod fidepre» 

hendatur^ aeqdatip propofita fixam: relationem iirter n 8c y 
exhibebit , quae ' peri r^laj in. caktrfo intqgrali traden^s re* 
perietur, quoddanque dtfiferehtiale priftiam conftans accipiatur. 

At , fi fieri nequeat Pt= ■ .j. ■»■ aequatio propofita erit 

■ dx. 

impoffibihls . ' " " 

. 304. . Nifi- igitur haec propofita aequatio; 
h '* ?ddxA''Clddf.fKdx*4'Sdxd/-{-Tdy'rs6 

T fit abfurda,. neceffe,d^.'ut fit Pdx + Qdy:sso^ quod dupUc| 

modo evenire Dot^ : vel enim aftu ent 

p~ -— t^ ^.ftu aequatio trf^ 4- Qj/y =r o 

. . dx 

identica; vel erit Pdx-hQdy^so ipfii ilh aequatio differen^ 
tialis' grimi; 'gradm*):; QK cuius diifer^tiacionf propofita eft 
orta: quo pofteriore cafii aequjtio fdx-^^^djt.ss^^o congruet 
cum' propofi» , eandemque relationem inter x 8c y continebit , 
ficque fine auxilio calculi int^ralis haec reiatio erui poterit« 
Ciira ' ehim 'fit ^dx + Qd/ s=s o , erit ^differentiarido 

Pddx + Qddy + dPdx + dQd/^Q\ 

quae ab aequatione propofita fiibtraSb telinquet: 

,jUM*+Sdxiiy + Tdy*ss:dPdM + dQdy. 

Dd 2 Cuoi 
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pdx 
Cum autem fit i/yn— — --, difFerentialia prorfus extingni 

E)terunt , ftafceturque aequatio finita inter x Sc y earum re* 
tionem indicans. ' ' 

305. Ponamus in Tolutione probiematis nullo dififeren- 
tiaii conilaate afiiimto perventum efle ad lumc aequationem: 

X ^ ddx + xxyddy — ^ydx • + xxdy * + aadx • = o . 
Erit ergo , cum aequationem abTurdum non cpntinere con- 
ftet : ar 3 ^« + xxydy = o , feu xdn ^ydy = o : 

cuius difFereiltiale erit 
x^ddx^xKyddy^ ^:cxd:c* -^zxydxdy-^^xxdy^^O 
.quae aequatio a propofica fubtrai6la relinquit : . 

aadx * — yydx * — ^xxdx • — ixydxdy = o , feu 
aadx — yydx — . ^xxdx — zxydy == o . 

Cimi autcni fit • ^ 

xdx + ydy = o ; erit ixydf = — ixxdx ; 

ideoque 
aadx — yydx — xxdx s? o . feu >7 + ^^ = aa ; 
quae , aequatio yeram rektionem inter x 8c y exprimit , fi- 
quidem ea corilentit cum differentiali primum invenra 
xdx+ydy:=o . Qui confehfus , nifi fe nianifeftairet , aequa- 
tio propofita pro impoffibili eflet habenda; cum autem hoc 
cafu locum habuerit, aequationem finitam xx^yyz:zaa fine 
<:aiculo int^rali elicere licuit . 

305. Ut vero etiam exemplum aeqaatitmis in^flibilis 
afferamns , -proppfita fit haec iaequatio : 

yyddx^ xxddy +/^* * — xdy^ + adxdy ^ o ^ 
in qua nuUum differentjale conflans fit afiimitum. Foret ergo 
yydx — xxdy=iOy ideoque differentiando 

yfddx — xxddy + lydxdy + zxdxdy — o ^ 
quae propofitae aequalls pofita dabit: 

ydx^ ~ xdy^ + vdxdy:^ lydxdy^ixdxdy • 
.• "/ z \ . Cum 
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— yydx 
Cum vero fit dyzz- , cxtinguendis differentialibus obti- 

X^ 9M 9CX 99 

IfS ^3 4- ^AfJf SSS 215K/ — ^^^> 

quae utrum cum diflfercntiali f^di^ — xxdy = o confeatiat y" 

eam diflerentiando , £icile patebit^ fiet enim/ 

^9cxd99 -^iyydy + ^^ ^aydx -zz^yydn + ^^^'«[^' — 2x^i(y — i^yd99 

^ dy ixxi-ay — 2fy + 4xy 

leu — = — ^ 

dx zyy — ax + ^y — zxx ^ 

dy yy 

at ex illa eft -~=:^, foretque ergo 
dx XX 

'ix^ -i-^x^y + axxy = jy ♦ + ^y^ — axyy 

. iy^ + 4^y^ — 4^^y— 3Af* 

feu axy = ~ ; 

.99 -hy 

= 3/^ + ^j' 7- ^«y — 3^^ • 

Verum ex aequatione finita priraum inventa eft 

^ ss ^ 3 -f. 29cyy — iSKy — «p3 ^ 

quae ab ifta fobtra£la relinquit : 

o := 2y^ — A?y/ + X9cy '— 2x5, quae refolvitur in has : 

o^y—x; & 2^j/+j^x+ ax«r=o. 

Quarum illa y:^99 quidem cum differentiali dy =3 

X9C 

conftarc poteft,. at vero aequationi finitae primum inventae 
adverfatur, nifi ftatuatur 4=0, vel nifi utraque variabilis 
X &j^conftans ftatuatur, quo quidem cafuob Jx = o & ^=0 
omnibus aequationibus differentialibus fatisfit, aequatio propb* 
fita fubfiftere nequit# 

307. Gonfideremus nunc eriam aequationes differentiales tres 
variabiles x ^y ^ 8c % invoiventes, quae erunt vei primi, vel 
fecundi, vel altioris gradus. Ad quarum naturam fcrutandam 
• • no- 
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notari oportet, aequationem finitam tres variabiles comple- 
£lentem determinare relationem, quam unaquaeque ad bmas 
rcliquas teueat; definitur ergo, qualis fun6lio fit % ipfarum 
X 8c y. Quemadmodum igitur aequatio huiufoiodi finita re- 
fblvitur, fi reperiatur qualis funftio ipfarum x 8c y loco x 
fubilitui debeat, ut aequationi fatisfiat, ita quoque aequatio 
difTerentialis tres variabiles comple£lens determinabit , quali^ 
fun6lio una fit reliquarum; ifqoe Imiufmodi aequationem re^ 
folvifle cenfendus efl, qui indlcaverit eam binarum variabi** 
iium X 8c y fun6lionem y quae loco tertiae z fubftituta aequa- 
tioni fatisfaciat) feu eam identicam reddat. Aequatio ergo 
difFerentialis refolvitur , fi vel fiinftio ipfarum x 8c y valor 
rem ipfius 2; exhibens definiatur, vel ajequatio finita affigne^ 
tur, qua idem debitus ipfius z valor exprimatur» 

308. Quanquam autem omuis aequ^tio dif!erentialis 
duas tantum varlabiles compleftens, femper determinatam re- 
Jationem iuter eas exprimit; tamen hoc non femper evenit 
in aequationibus differentialibus trium variabilium. Dantur 
enim eiufmodi aequationes, quibus plane nuUo modo fatisfie* 
ri poterit, auaecuoque funflio ipfarum x 8c y in locuni 
ipfius % fubftituator. Uti fi propofita fuerit haec aequatia 
zcJys:yJx faciie patet, nullam prorfus dari fun£Uonem ipfa^ 
riim x 8c y^ quae loco ^ fubflituta reddat zdy—ydxy diffe- 
rentialia enim dx 8c dy nullo modo extinguentur • Simili 
modo apparet jiullam daxi fun^lionem ipfarum x 8c Zy quae 
loco y , fubflituta eidem aequationi fatisfaciat • Quaecunque 
cnim pro y concipiatur funftio ipfarum x 8c Zy in eius dif^ 
fcrentiali dy ineft dZy qaod quia in aequatione non ineft, 
deflrui non poterit. Hancobrem nulla aequatio finita inter 
Xyy y8c z dari potelt, quae aequationi differentiali 2U3^=:^^;(f 
conveniat . 

3op. Hinc aequatlones differentiales tres varlabile? con- 
tinentes diflribui oportet in imaginarias & reale$» Huiufmodi 
autem aequatio erit imaginaria ieu abfurda^ cui per nullam 

aequa- 
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aequationem finitam fatisfieri poteft^ cuiufmodi erat ilk 

%dy^ydxy quani modo confideravimus • Aequatio autem eric 

realis, cui aequivalens ^aequatio finita exhiberi poteft, quod 

evenit ^ fi una variabilis ae^ualis fit certae cuipiam funflionL 

binarum reliquarum. Cuiufinodi eft haec aequatio : 

7:dy + yd% =: xth^ + Tuix + ndy -f- ydx 

congrviit enim haec cum iila aequatione finita : 

9ty - 

/a = xat + xy fitquc % — . 

tflud ergo difcrimen inter huiufinodi aequationes imaginarias 
& reales diligentiffime eft obfervandum ; praecipue in calcuio 
integrali , quia ridiculum foret , cuiufpiam aequationis diffe- 
rentialis velie integralem, hoc eft aequationem finitam fatis- 
iacientem quaerere, quae plane nullam habeat* 

310. Primum igitur patet^ omnes aequationes differen- 
tiaies trium variabiiium, in quibus tantum binarum difiereu- 
tialia ^occurrant^ effe imaginarias & abfurdas. Ponamus enim 
in aequatione, quae contineat variabilem %y tantum inefl^ 
differentialia dx 8c df y differentiale autem J% prorfus abeffe ; 
atque manifeftum drit nullam exhiberi pofie fun^ionem ipfa« 
rum X 8c y j quae loco % fubftituta aequationem identicam 
producat; differentialia enim dx 8c dy nullo modo tolentur« 
His «rgo cafibus omnino . nulla datur aequatio finita fatisfa- 
ciens: nifi forte eiufmodi relatio inter x 8c y affignari queat, 
quae quicquid fit % fubfiftere poffit, uti fit m hac aequatione : 

zdy — Tulx zziydy^xdx y 
cui fatisfiicit aequatio y^x. Facile autem inveftigatur, qui* 
bus cafibus hoc eveniat , quaerendo relationem inter x Sc y 
priAio fi z=;o, & tum an ifta relaiio aequationi pro quo- 
cunque ipfius % valore fatisfaciat. 

311. Neque vero fblum aequatio tres variabiles invo- 
Ivens eft abfunla, fi duo tantum continet differentialia , fed 
etiam fi in ea omnia tria differentialia occurrant^ talis efle 

po- ^ 
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potcrit. Qiios cafus ut evolvamus, ponamus P & Q^ eflc 
lua£lioaes ipfanun x Sc y taatum , ,atque haberi hanc aequa- 
tiooem 

dx=?dx + Qdf, 
quae fi non eft abfurda, erit 2 fua£lio quaepiam ip(arum 
X Sc y f cuius difierentiale fit 

dz=pdx + qJ^y eritque P=^ & Q==^. 
At fupra deraoaftravimus pdx+qdy noa efle pofle differeatia- 

le cuiufquam fuaftioais ipfarum;ir& ^, nififit ( T")~(v'|> 
deaotaate, uti aate afllimfimus l-j-] difiereatiale ipfius p 

pofita fola\y variabili , per. dy divifum , atque ( -7- j differen- 

tiale ipfius q , pofita fola x variabili , divifum per dx . 
Quocirca aequatio d% s=s Pdx + Qf^K xcaiiis efle nequit , . 

3x2* Siinilis omnino erit ratio huius aequationis 

dZ c= P^x + (^dy 

fi Z denotet funflionem quanScunque ijrfius «, P vero & Q 

fint fun£liones ipfarum x 8c y ^ tertiam variabiiem z non 

comple6lentes . Ut enim Z aequalis fieri poflit fun£lioni 

ipfarum 9c 8c y y necefle eft ut fit ( j" ) — ('T^) • -^^ ^^^ 

ei^o criterio aequatio diflerentialis quaeque propoflta, quae 
quidem in hac forma generaii contineatur , diiudicari poteft, 
utrum fit realis an abfurda. Sic patebit hanc aequationem 
zdz^yJx-^-xJy efle realem, nam ob 

Haec vero aequatio azdz = yydx + xxdy eft abfurda , 

fit 
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fit enim j _j = 2/ & f ^j ==2a;; qui vaiores. funt 

inaequaies • 

313. Ut autem criterium htilEme patens mveftigemus , 

fint P, Q^^ & R fun6Hones quaecunque ipfarum Xyy^ 8c z;, 

atque omnis aequatio difFerentialis trium variabiiium, fiqui- 

dem fit primi gradui , continebitur in hac forma : 

J^9c + (lcfy + Kdz=o\ 

Quoties ergo haec aequatio eft realis , x aequabitur funftioni 

cuipiani ipfarum x 8c y ; eiufque adeo differentiale erit huius 

formaQ iiz^zpdx-^-qdy. Quare fi ih aequatione propofita ifta 

fimftio ipfarum 9c 8c y loco «, & pdx-^-qdy loco dx fubfti- 

tuatur^ necefle eft^ ut prodeat aequatio identica o = o. At- 

r r j Pdx Qdy 
que cum ex acquatione propofita nat : a»= r ■ , 

fi in P , Q^ , & R valor ille loco x fubftituatur , neceffe 

P Q 

eft ut fiat />==: — -^ , & qcs2~^., 

J14. QuQniam vero cil dx css2 pdx ^ qdy , erit per 
ante demonftrata. (;j^)=(^V ^^"^ igitur fubftituto 
loco % ipfius vaiore in ;i^ & jf fit 

;^_| & , — a, 

ideoque habebitor per RR multipllcaadb haec aequatio : 

Ee ubi 
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ubi denominatores dy Zl dx iterum indicant, in difTerentiali- 
bus numeiatonun eam iblam quantitatem variabilem affumi 
debere, cuius difl^entiale denominatorem conftituit. Haec 
autem differentialia </P , i/Q^, i/R ante cc^ofei non poifunt , 
quam in ipfis quantitatibus P, Q^, & R valor debitus loco 
% fiierit iiu>ftimtus, qui autem cum fit incc^jnitus, (equenti 
modo erit procedendum. 

315. Quia P, 0,4 & R funt fun£liones ipfarum x,/', 
& «, ponamus 

</P s= ddx + ^i(y + ^</« 
</Q = <5</;ip + idy + eu/« 
dR =: n^x -i- ddy + /i/« ^ 
ubi a, $y ^y8y £, &c denotant eas iun6liones, quaeexdii^ 
ferentiatione oriuntur. Concipiamus nunc loco z ubique eius 
valorem in m & ^ expreffum fubftitui , ic loco d*^ ponamus 
valorem pdx-j-qdy; netque 

dP =(a + 9^)i/* + (g + ^)</;^ 
dCl^lS-^t^^dx + ls + Cq^dy 
dR=:{nf tp)dx + {6 + tq)dy . 
£x his exgo valoribus crit : 

3id. Cum igitur ad reaiitatem aequationis requiiatur,, 
ut fit : 

<f)-(g)=<^)-'^(S). 

fiet fi inventi valores fubftituantur : 
P(d + /^)-R(g + ^j)=:Q(, + ;^)-R(^ + rj>),. 

P O 

At ante invenimus efle »s=:— ^ & «»— .2^ 

R ^ R 

qui 
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vpX valijres, CQm diflferentialia oon amplius in computum 
venianty. adhiberi poteront, etiamfi loco « eius valor in »• 
&.jr non fiibilituatur . Eritque etgo 

fea 0=:P(e:-.a) + O(n.-^) + R(^— ^). 

Quia autem quantitates Oy 8 , y-tTly 21, 0, per differentia- 

tionem inveniuntur , erit fuperiori notandi modo adhibito : 

Quae pfoprietas, nifi in aequatione Iocuql habeat^.aequatio 
Qoa erit realis, fed imaginaria & abfurda* 

317« Quanquam hanc regulam. ex eonfideratione varia^ 
failis X elicuimus, tamen quia omnes quautitates aeque ingre* 
diuntur^ manifeftum- eft^ & reliquarum confideratione ^ ean* 
dem expreffionem prodituram fiufte •. Propofita ergo aequatio- 
ne differentiali primi gradus , quae^ cres variabiles involvat ,. 
quacunque, fhtim* diiudicari poterit utrum fit reaiis an iman 
ginaria« Comparetur eninr cum hac fornu generaii:: 

atque quaeratur valor huius formulae: 

.KT^-D+^^if-lh^^Cg-S).. 

qui fi fuerit ssO) aequatio erit realis, fin autem nou fuerit 
sao , certum hoc eft figpum., aequatioBem. efle im^inariam* 
ieu abfurdam. 

318. Aequatib propofita per divifionem qooquo iempcr 
ad huiufmodi formam redoci poteft : 

Vdit + Qdy -h^f» = 6 , 
In quam, cum prior abeat fi fiat R=r, criterium fimpli* 
cius «xprimetur , aoc modo-: 
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Quoties enlm haec expreflio reveia nihilo aequaUs reperitur, 
toties aequatio propouta ^rit realis; fin autem coatrarium 
eveniat, aequatio erit imaginaria» Pofierius quidem ex iis^ 
quae demonftravimus , eft certum; de priori autem adhuc du- 
biuripofTit, utrum aequatio femper fit realis, quoties quidem 
hoc criterium id indicat. Quod cum hoc loco pleniflime de- 
monftrari nequeat, fed in calculo demum integrali demon- 
flratione confirmari pofllt , hic tantum id affirmamus; neque 
autem periculum inde efl metuendum, fi quis tantifper de 
eius veritate dubitare voluer4t. 

31^« Ex hoc ergo criterio primum patet, fi in aequ^ 
tione F^x+QrfK+Ri/a:=o, 

fuerit P funftio ipfius x, Q fiin6Uo ipfius j^, & R fonftio 
ipfitts % tantum , aequationem femper iore realem • 

Fit enim 

(S)=-(S)=°^(f)=°' 

ideoque tota expreffio criterii fponte evanefcet* 

320. Si fiierit ut ante P ipfius ^ > & Q ipfius / fuu- 
6tio tantum ^ R autem fiin£tio quaecunque ipfanun u^ y^ & 
% ^ aequatio erit realis fi fiierit : 

Kf)=0-(f )=(!)=-< 

Sic fi propoHta fiierit. haec aequatio: 

2 ^ x*v^ 

Quia hlc eft Pcs- ; Q=-, & R = --t- 

X . j' »* 

•hinc 
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pouta erit realis. . 

321. Si fueritit i? &' Q^ funSiones ipiarum » & /, at 
R fun£lio ipfius 2 .taDtum, ob 

aequatio erit realis ii fuerit (t^I^vT^)' ^*®^ 

eodem vero conditio requirituf , fi Pidx-i-Qdf debeait efle dif- 
ierentiale. determinatum , feu.'ex difieicntiacione cuiulpiam 
fun£lionis finitae ipfarum « & / ortum. Hucque redit quod 
{iipra §.312 iam obfervavimus , aequationem ^ s P^« + Q<^, 
fi Z ilt fi]n6lio ipfius » tantum at P & Q fiin£tiones ip&- 

rum ;i? &/, realem efTe ■npn^poflre, nifi ^t,(T^W=('"tr^)f ; 

Ambo aqtem ifti cafiis iiAcr' fe prorfiis cooiveniunt : nam* 
Jbco Rdxy- fi R <ft fiujftib . ipflus » tantum, poni potefl: 
^ exiftente Z fimftione ipfius « ; 

322. UfHoc crlterium. inventum exempio illufirefflus, 
confiderenius hanc aequatipnem: 

( 6xy'z r- 5y*^ 3 <^* + ( S^*J'« T" 4««' ) <(f . 

c.-a cum fi}rma generali comparaca fit; 

/d?\ - : c! 

P=S^Ary»«— S;^'j (--r-)s=5I2Ar;/«— -5«»; 

\ fy/ '-■'■• -^ 
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His iaventis valoribus ae^tio iudicium cootinens erit haec: 
+ (dxy^x— 5y«') ( — ^xxy — 6x»») 

+ (5**/« "-4**0 (2*57 + ^/«») 
+ (4x*y*^6x/»*) (2*/« — «») = o* 
Haec autem exprei&o fi evolvatur, omoes termini a^ ie ran- 
ttto deftniunt, fitque = 0, quod indicat aequationem pro* 
pofitam e£k realem. 

323. Quando autem exprefllo hoc modo ex priterio 
enita non evanefcit, tum id fignum eft aequationem propofi- 
tam efle im^tnariam. Quoniam vero hoc pa6lo^ex criterio 
aeauatio finita invenitor, ea, fi quidem aequationi dilferen-- 
dali conveniat , • fimul relatiooem mdicabit , qoam variabiles 
inter fe tenent. Atque hoc modo ii cafos» qoorom fiipra me- 
minimus (310), evolvuntur. Sit enim propofita ifta aeqoatio: 
{%^x)dx + (j^ — x)dy=zOy 
fiet P=« — ;r; Q=> — «; & R:^o, 

Aequatio iudicium exhibens fit ^v ~p ) = 0.1 "7" ) 

feu % — ;r = « — jf ; unde fit ytssx* 
Quoniam igitur hic cafu evenit, ut aequatio ^=«f fimul 
aequationi differentiali fatis&ciat, dicendum eft propofium 
aequationem nil aliud fignificare, nifi efle /=:«• 

324» 
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324. Propofita ergo aequatione difTerentiali tres varia- 
bilcs continente: P</« + Q</y+-R^«=ro, tres confide> 
randi erunt cafus fequentes , ad quos haec aequatio deducit : 

Primus eft fi haec expreflio revera fit =0, tumque aequatia 
propofita erit reaiis. Sin autem haec aequatio finita non fit 
identica^ tum difpiciendum e(l, utrum ea aequationi propofi- 
tae iatisfaciat : quodfi evenit , habebitur aequatio finita ^ qui 
eft cafiis iecundus. Tertius autem cafus locum habet^ fi ae« 
quatio finita cum propofita difTerentiali fubfifiere nequeat, at- 
que tum aequatio propofita erit imaginaria : neque enim ulia 
aequatio finita exhiberi poterit, quae ipfi fatisfaciat. 

325. Cafus primus ac tertius per fe funt perfpicui, (e^ 
cundus autem, etfi rariflime occurrit, probe tamen notari 
meretur: & cum eius exemplum iam fiipra in aequatione^ 
quae duo tantum continet difTerentialia ^ exhibuerimus y etiam 
aequationem afferamus, in qua omnia tria differentialia infint: 

(« — y)dx + Mdy + (y^%)d%^o. Erit ergo: 

^— (|)=o ;(|)=. 

<i=* •• (S)=° ' (5)=" 
''='-'' ' .(f)=-' • ©=' 

tinde aequatio finita criterium continens evadet: 

«— *•— /=5o, feu »=s« + jf 
fiibflituatur liic valor pro % in aequatione diiferentiali fietque 

xdif\-xdy — ti{dM^dy)^o ; 
quae aequatio, cum fit identica, fequitur aequationem diffe- 
rentialem nil aJiud fignificare, nifi «=«»4*J'* 

32^. Quoniam diximus omnes ae^uatlones difierentia>- 
les primi ordinis, in quibus tres variabiles infiint contineri 
in hac forma P</*+Q</^+R</x=o, 
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dubium hic nafci poterit circa eas aequationes, in quibus dif* 
ferentialia prima duas plurefve dimenfioaes conAituunt, cuiuf- 
modi eft haec : 

VerUm de huiufmodi aequatiohibus notandum efl , eas miilo 
modo reales efle ppffe , ^iu habeant divifores prioris formae , 
qui propterea aequationes fimplices conftituent. Oum enim 
ex hac aequatione fiat: ^s=: 
Tdx^dy±^(dx ' (T ^ >PR) + id xdyCTV-hKS) f /// ' (V * -QR)) 

R 

faciie patet % fiinfliom cuipiam iplarum x 8c./y feu ^^ hu- 

iufuiodi expreffioni pdx^qdy aequak fieri uon poffe^ nifi 

quantitas irrationalis evadat rationaiis , quod eveniet li fuerit : 

(T*— PK) (V* — QR) = (TV + RS)* 

PVV + 2STV -h QTT . 

ica R — — — 

PQ — SS 

^"Xifi ergo haec aeqiiaiio finica ipfi acquationi propofitae (atif-r 

laciat, iiaec erit imaginaria. 

327. Supereflet ut ia hoc Capite quoque aequationes 

differentiales altiorum ordinum y quae tres yariabiles. comple- 

£luntur^ perpendej«mus , cafufque definiremus, quibus eae vel 

reales vel imaginariae evadunt;. verum quia criteria nimis 

fierent intricata, huac laborem hic praetermittimus , praefer- 

tim, cum ex iifdem fontibus, quos hic aperuimus, fequan- 

tur. Ceterum fi in caiculo integrali his criteriis erit opus^ 

tum ea faciie erui poterunt. Ob eandem caufam hic quoque 

aequationeS) quae plures variabiies comple£lunmr , non con- 

tempiamur^ cum fere nunquam occurrant, atque, fi unquam 

occurrerent, ex principiis hic traditis fine negotio examinari 

poffent. Quare his expofitis Inftitutioni Cakuli Differentialis 

hic finem imponimus progreffuri ad infignes ufus oftcndendos, 

quos ifte calcuius cum in ip& Analyfi , tum in Geometria 

fiAlimiori affert. 
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